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数列放缩练习

一、解答题

1．设数列 na 满足：
*

1 11, 3 ,n na a a n+= = Î N ．设 nS 为数列 nb 的前 n 项和，已知 1 0b ¹ ，

*
1 12 ,n nb b S S n- = × Î N ．

（1）求数列 na ， nb 的通项公式；

（2）设 3logn n nc b a= × ，求数列 nc 的前 n 项和 nT ；

（3）证明：对任意 n *Î N 且 2n ³ ，有
2 2 3 3

1 1 1 3
2n na b a b a b

+ + ×× × + <
- - - ．

【答案】（1） 13n
na -= ; 12n

nb -=   （2）  2 2 2n
nT n= + - ×    （3）证明见解析.

【难度】0.65

【知识点】写出等比数列的通项公式、由递推关系证明等比数列、错位相减法求和、数列综

合

【分析】(1)由题意可得数列 na 是以 3 为公比的等比数列，可得通项公式，当 1n = 时先求

出 1b ，当 1n > 时，由 1n n nb S S -= - 可判断出数列 nb 是以 2 为公比的等比数列，可得其通项

公式.

(2)由   11 2n
nc n -= - × 由错位相减法求和可得答案.

(3)  2 2 2

1 1
3 2 3 2n n n

n na b - - -
=

- + - ,当 2n = 时验证不等式成立，当 2n > 时， 2 23 2 0n n- -- > ，得

出 2

1 1
3n

n na b -<
- ，然后由等比数列求和公式可证明.

【详解】（1）由 1 3n na a+ = ，所以数列 na 是以 3 为公比的等比数列，则
13n

na -=  

又当 1n = 时， 1 11 12b b S S- = × ，又 1 0b ¹ ，即 1 1 1b S= =

所以 2 1n nb S- =

当 1n > 时，  1 1 12 21 21 2n n n nn n n b bb S b bS -- -- - = -= - -=  

所以 12n nb b -= ，所以数列 nb 是以 2 为公比的等比数列，则
12n

nb -=
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（2）由   1
3log 1 2n

n n nc b a n -= × = - ×

 0 1 2 10 2 1 2 2 2 1 2n
nT n -= ´ + ´ + ´ + + - ´L  

则  1 2 32 0 2 1 2 2 2 1 2n
nT n= ´ + ´ + ´ + + - ´L

两式相减得：    1 2 12 2 2 1 2 2 2 2n n n
nT n n-- = + + + - - × = - - - ×L  

所以  2 2 2n
nT n= + - ×

（3）  1 1 2 1 2 2 2

1 1 1 1
3 2 3 3 2 3 2 3 2n n n n n n n

n na b - - - - - - -
= = =

- - ´ - + -

当 2n = 时，
2 2

1 1 31
3 2 2a b

= = <
- -

当 2n > 时， 2 23 2 0n n- -- > ，所以   22 2 2

1 1 1
33 2 3 2 nn n n

n na b -- - -
= <

- + -

1

0 1 2 2 1
2 2 3 3

11
1 1 1 1 1 1 1 3 1 33 113 3 3 3 2 3 21

3

n

n n
n na b a b a b

-

- -

æ ö- ç ÷ æ öè ø+ + ××× + < + + + + = = - <ç ÷- - - è ø-
L

所以对任意 n *Î N 且 2n ³ ，有
2 2 3 3

1 1 1 3
2n na b a b a b

+ + ×× × + <
- - -

【点睛】关键点睛：本题考查等比数列的通项公式，错位相减法求和，将数列放缩成等比数

列求和证明数列不等式，解答本题的关键是当 2n > 时， 2 23 2 0n n- -- > ，所以 2

1 1
3n

n na b -<
- ，

则 0 1 2 2
2 2 3 3

1 1 1 1 1 1 1
3 3 3 3n

n na b a b a b -+ + ×××+ < + + + +
- - -

L ，属于中档题.

2．设 na 是等差数列，其前 n 项和为 nS （ *n Î N ）， nb 为等比数列，公比大于 1．已知

1 1a = ， 1 4b = ， 2 2 11b S+ = ， 3 3 22b S+ = ．

(1)求 na 和 nb 的通项公式；

(2)设    
 

13 1
1

1
n n

n
n n n

a
c

a a b
+ -

= -
+

，求 nc 的前 2n项和；

(3)设 n n nd a b= ，求证：
2 1 3 2 4 3 1

1 1 1 1 1
4n nd d d d d d d d+

+ + + + <
- - - -

L ．

【答案】(1) na n= ，
12n

nb +=

(2)   2 1
1 1

2 1 2 2nn + -
+ ×
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(3)证明见解析

【难度】0.65

【知识点】等差数列通项公式的基本量计算、等比数列通项公式的基本量计算、裂项相消法

求和、数列不等式恒成立问题

【分析】（1）设等差数列 na 的公差为 d ，等比数列 nb 的公比为  1q q > ，依题意得到方

程组，求出 d 、 q，即可得解；

（2）由（1）可得     1
1

2
1

1 2
1

n n
n

nc
n n +

é ù
= - +ê ú

× + ×ê úë û
，利用裂项相消法计算可得；

（3）由（1）可得
12n

nd n += ´ ，即可得到   1 2
1

1 1 1
2 2 2n n

n nd d n + +
+

= <
- + ´ ，利用放缩法及等边

数列求和公式计算可得.

【详解】（1）依题意设等差数列 na 的公差为 d ，等比数列 nb 的公比为  1q q > ，

则 2 1 2 2S a a d= + = + ，
 

3 1

3 3 1
3 3 3

2
S a d d

-
= + = + ，

又 2 2 11b S+ = ， 3 3 22b S+ = ，所以 2

4 2 11
4 3 3 22

q d
q d

+ + =ì
í + + =î

，解得
2
1

q
d

=ì
í =î

或
1
5

q
d

=ì
í =î

（舍去），

所以 na n= ，
12n

nb += .

（2）由（1）可得    
     

     
1

1 1

3 1 3 2 1 11 1 1
1 21 12 2

n n nn
n

n
n

n
n n

n

a n
c

a a b n nn n
+

+ +

é ù- +
= - = - = - +ê ú

+ + × × + ×ê úë û
，

设 nc 的前 2n项和为 2nT ，

所以 2 1 2 3 2n nT c c c c= + + + +L

 1 2 2 3 3 4 2 2 1
1 1 1 1 1 1 1 1

1 2 2 2 2 2 3 2 3 2 4 2 2 2 2 1 2n nn n +

æ öæ ö æ ö æ ö= - + + + - + + + +ç ÷ç ÷ ç ÷ ç ÷ ç ÷´ ´ ´ ´ ´ ´ × + ×è ø è ø è ø è ø
L

  2 1
1 1

2 1 2 2nn += -
+ × .

（3）因为
12n

n n nd a b n += = ´ ，所以    2 1 1
1 1 2 2 2 2n n n

n nd d n n n+ + +
+ - = + ´ - ´ = + ´ ，

所以   1 1 2
1

1 1 1 1
2 2 2 2 2n n n

n nd d n + + +
+

= < =
- + ´ ´ ，

所以
2 1 3 2 4 3 1

1 1 1 1

n nd d d d d d d d+

+ + + +
- - - -

L
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2

1 11
8 2 1 1 1

1 4 2 41
2

n

n+

é ùæ ö-ê úç ÷
è øê ú æ öë û< = - <ç ÷

è ø-

.

3．已知数列 na 满足：  *
1 22 Nn n na a a n+ += + " Î ，正项数列 nb 满足：  2 *

1 2 Nn n nb b b n+ += × " Î ，

且 1 12 2a b= = ， 4 2a b= ， 5 34b b= .

(1)求 na ， nb 的通项公式；

(2)已知  
  

2 1

2

,
3 2 2

,
1 1

n

n n n

n n

a n
c a b

n
b b

-

+

ì
ï= - -í
ï + +î

为奇数

为偶数
，求：

2 1

1

n

k
k

c
+

=
å ；

(3)求证： 3 3 3 3
1 2 3

1 1 1 1 5
4na a a a

+ + +¼+ < .

【答案】(1) na n= ， 2n
nb =

(2) 2 2
2 2 2(2 1)( 1)
5 2 1n

nn n +

+æ ö+ + + -ç ÷+è ø

(3)证明见解析

【难度】0.4

【知识点】等差数列通项公式的基本量计算、等比数列通项公式的基本量计算、裂项相消法

求和、数列不等式恒成立问题

【分析】（1）由题意可得 na 为等差数列， nb 为等比数列，再分别求解公差与公比即可；

（2）代入化简可得
2

2 1,
2 ,

2 1 2 1
n

n n

n n
c n n n+

-ì
ï= í +

-ï + +î

为奇数

为偶数
，再分组根据等差数列与裂项相消求和即

可；

（3）放缩可得 3
1 1 ( 2)

( 1)( 1)n

n
a n n n

< ³
+ - ，再裂项相消求和即可.

【详解】（1）由题意知， na 为等差数列，设公差为 d， nb 为等比数列，设公比为 q，

又 1 12 2a b= = ， 4 2a b= ， 5 34b b= ，∴ 2 5

3

4bq
b

= = ，∴ 2q = ， 2n
nb = .

∴ 4 2 14 3a b a d= = = + ， 1d = ，∴ na n= .

（2）由

  2 2

2 1, 2 1,
(3 2)2 2 2, ,2 1 2 1 2 1 2 1

n
n

n n n n

n n n n
nc n nn n+ +

-ì -ìï ï- -= =í í +
-ï ï+ + + +îî

为奇数 为奇数

为偶数 为偶数
，
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∴    
2 1

1 3 5 2 1 2 4 6 2
1

n

k n n
k

c c c c c c c c c
+

+
=

= + + +¼+ + + + +¼+å

[1 5 9 (4 1)]n= + + +¼+ +

2 4 4 6 6 8 2 2 2
2 4 4 6 6 8 2 2 2

2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1n n
n n

+

é + ùæ ö æ ö æ ö æ ö+ - + - + - +¼+ -ç ÷ ç ÷ ç ÷ ç ÷ê ú+ + + + + + + +è ø è ø è ø è øë û

2 2
[1 (4 1)]( 1) 2 2 2

2 5 2 1n
n n n

+

+ + + +æ ö= + -ç ÷+è ø

2 2
2 2 2(2 1)( 1)
5 2 1n

nn n +

+æ ö= + + + -ç ÷+è ø
；

（3）  3 3 2 2

1 1 1 1 1 ( 2)
( 1)( 1)1n

n
a n n n n n nn n

= = < = ³
× + -- ，

1 1 1 ( 2)
2 ( 1) ( 1)

n
n n n n

é ù
= - ³ê ú- +ë û

，

∴ 3 3 3 3
1 2 3

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 11
2 1 2 2 3 2 3 3 4 ( 1) ( 1)na a a a n n n n

æ ö
+ + +¼ £ + - + - +¼+ -ç ÷´ ´ ´ ´ - +è ø

1 1 1 5 11 ( 2)
2 2 ( 1) 4 2 ( 1)

n
n n n n

é ù
= + - = - ³ê ú+ +ë û

.

∵
1 0

2 ( 1)n n
>

+ ，∴
5 1 5
4 2 ( 1) 4n n

- <
+ 成立，

1n = 时，
51
4

< 也成立，∴ 3 3 3 3
1 2 3

1 1 1 1 5
4na a a a

+ + +¼ < .

4．已知等差数列 na 的前 n 项和为 nS ， 3 12S = 且 4 8a = .

(1)求数列 na 的通项公式及 nS ；

(2)设
1

n
n

b
S

= ，求数列 nb 的前 n 项和 nT .

【答案】(1)  2 1n na n S n n= = +，

(2)
1n

nT
n

=
+

【难度】0.65

【知识点】利用定义求等差数列通项公式、求等差数列前 n 项和、裂项相消法求和

【分析】（1）设等差数列 na 的公差为 d ，根据已知条件可得出关于 1a 、d 的方程组，解出

这两个量的值，利用等差数列的通项公式可求得数列 na 的通项公式，利用等差数列前 n 项
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和公式求出 nS ；

（2）求得
1 1

1nb
n n

= -
+

，利用裂项相消法即可求得 nT .

【详解】（1）设等差数列 na 的公差为 d ，由
4 1

3 1

3 8
3 3 12

a a d
S a d

= + =ì
í = + =î

，解得 1 2a d= = ，

所以  1 1 2na a n d n= + - = ，

故数列 na 的通项公式 2na n= ，
   2 2

1
2n

n n
S n n

+
= = + ；

（2）由（1）可得  1nS n n= + ，

所以  
1 1 1 1

1 1n
n

b
S n n n n

= = = -
+ + ，

所以
1 1 1 1 1 1 1 11 1
2 2 3 3 4 1 1 1n

nT
n n n n

æ ö æ ö æ ö æ ö= - + - + - + + - = - =ç ÷ ç ÷ ç ÷ ç ÷+ + +è ø è ø è ø è ø
L .

5．已知数列 na 是等差数列，其前 n 项和为 nS ， 7 15a = ， 7 63S = ；数列 nb 的前 n 项和为

nT ，  2 3 3n nT b n *= - Î N .

(1)求数列 na ， nb 的通项公式；

(2)求数列
2

nS
ì ü
í ý
î þ

的前 n 项和 nQ ；

(3)求证；
1

2
n

i

i i

a
T=

<å .

【答案】(1) 2 1na n= + ， 3n
nb = ；

(2)   
3 2 3
2 1 2

n
n n

+
-

+ + ；

(3)证明见解析.

【难度】0.65

【知识点】等差数列通项公式的基本量计算、裂项相消法求和、利用 an 与 sn 关系求通项或

项、数列不等式恒成立问题

【分析】（1）利用等差数列的通项公式和求和公式列方程，解得
1

2
3

d
a

=ì
í =î

，即可得到 na ，利

用 2n ³ 时， 1n n nT T b-- = ，得到数列 nb 为等比数列，然后求 nb 即可；
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（2）根据（1）得到
2 1 1

2nS n n
= -

+ ，然后利用裂项相消的方法求和即可；

（3）利用放缩的方法得到
2 1

3
n

n
n

a n
T

+
£ ，然后用错位相减的方法求和，得到

22 2
3n n

nB +
= - < ，即可证明

1
2

n
i

i i

a
T=

<å .

【详解】（1）设数列 na 的公差为 d ，则
1

1

6 15
7 21 63
a d

a d
+ =ì

í + =î
，解得

1

2
3

d
a

=ì
í =î

，∴ 2 1na n= + ，

由 2 3 3n nT b= - ①可得，当 1n = 时， 1 1 12 2 3 3T b b= = - ，则 1 3b = ，

当 2n ³ 时， 1 12 3 3n nT b- -= - ②，

①②相减得， 12 3 3n n nb b b -= - ，整理得 13n nb b -= ，所以数列 nb 为等比数列， 3n
nb = .

（2）由（1）可得，    
2 2 2 1 1

1 2 23 2
2

n n nS n n n nn
= = = -

- + +
+ ´

，

所以
1 1 1 1 1 1 1 1 11
3 2 4 3 5 1 1 2nQ

n n n n
= - + - + - + + - + -

- + +
L

1 1 11
2 1 2n n

= + - -
+ +

  
3 2 3
2 1 2

n
n n

+
= -

+ + .

（3）由（1）可得，  
 
 

2 2 12 1
3 3 1 3 3 1

3 1

n
n n

n

na n
T

++
= =

- -

-

，又 1 1 13 1 2 3 3 1 2 3n n n n- - -- = ´ + - ³ ´ ，

∴
 

1

2 2 1 2 1
3 2 3 3

n
n n

n

na n
T -

+ +
£ =

´ ´
，

设 1 2

3 5 2 1
3 3 3n n

nB +
= + + +L ，则 2 3 1

1 3 5 2 1
3 3 3 3n n

nB +

+
= + + +L ，

两式相减得， 2 3 1

2 1 1 1 2 11 2
3 3 3 3 3n n n

nB +

+æ ö= + + + + -ç ÷
è ø

L

2 1

1

1 11
2 13 31 2 1 31

3

n

n

n-

+

æ ö-ç ÷ +è ø= + ´ -
-

1

4 2 4
3 3n

n
+

+
= - ，

∴
22 2

3n n

nB +
= - < ，

∴
1

2
n

i
n

i i

a B
T=

£ <å .
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6．已知 na 是公差为 2 的等差数列，其前 8 项和为 64． nb 是公比大于 0 的等比数列，

1 3 24, 48b b b= - = ．

（I）求 na 和 nb 的通项公式；

（II）记 2
*1 ,n n

n

c
b

b n N= + Î ，

（i）证明 2
2n nc c- 是等比数列；

（ii）证明  *1

1
2

2

2 2
n

k

k k

k

k

a n N
c

a
c
+

=

< Î
-å

【答案】（I） 2 1,na n n N *= - Î ， 4 ,n
n Nb n *= Î ；（II）（i）证明见解析；（ii）证明见解析.

【难度】0.4

【知识点】等差数列前 n 项和的基本量计算、由定义判定等比数列、错位相减法求和、数列

不等式恒成立问题

【分析】（I）由等差数列的求和公式运算可得 na 的通项，由等比数列的通项公式运算可得

 nb 的通项公式；

（II）（i）运算可得 2
2 2 4n n

nc c = ×- ，结合等比数列的定义即可得证；

（ii）放缩得
2

1
2

2
2

4
2 2

nn

n
n

n

a n
c

a
c
+ <

- × ，进而可得 1
1

1 12
2

1
22

n
k

k

n
k

k
k kk

a k
c c

a +
-

= =

<
-å å ，结合错位相减法即可得证.

【详解】（I）因为 na 是公差为 2 的等差数列，其前 8 项和为 64．

所以 1 2 8 1
8 78 2 64

2
a a a a ´

+ + ×××+ = + ´ = ，所以 1 1a = ，

所以  1 2 1 2 1,n n n n Na a *= + - = - Î ；

设等比数列 nb 的公比为  , 0q q > ，

所以  2 2
13 2 1 484q bb b q qb q= = - =-- ，解得 4q = （负值舍去），

所以 1
1 4 ,n n

nb q n Nb - *= = Î ；

（II）（i）由题意， 2
2 14

4
1

n n
n

n
nb

c b =+ += ，

所以
2

2
2

2 4
2

1 14 4 2 4
4 4

n n n
n nn nc c æ ö æ ö= + - + = ×ç ÷ ç ÷

è ø è ø
- ，

所以 2
2 0n nc c ¹- ，且

2
1 2 2
2

2

12 4 4
2 4

n n

n

n

n
n

c c
c c

+
+

+ ×
= =

×
-
- ，

所以数列 2
2n nc c- 是等比数列；
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（ii）由题意知，
   2 2

1
2 2

2
2

2 1 2 1 4 1 4
2 4 2 2 2 2

n
n

nn

n
n n

n na n n
c c

a + - + -
= = <

- × × × ，

所以
2

1
2 2 1

2

4 2 1
2 2 22 2 2

n

n

n
n nn

n

a n na n
c c

+
-< = = ×

- × ×
，

所以 1
1

1 12
2

1
22

n
k

k

n
k

k
k kk

a k
c c

a +
-

= =

<
-å å ，

设 1 0 1 2 1
1

1 2 3
2 2 2 2 2

n

n k n
k

k nT - -
=

= = + + + × × × +å ，

则 1 2 3

1 1 2 3
2 2 2 2 2n n

nT = + + + × × × + ，

两式相减得 2 1

11 1
1 1 1 1 221 212 2 2 2 2 2 21

2

n

n n n n n

n n nT -

æ ö× -ç ÷ +è ø= + + + × × × + - = - = -
-

，

所以 1
24

2n n
nT -

+
= - ，

所以 1
1 1

1 12
2

1 1 24 2 2
2 22 2

n n
k

k n
k kk

k

k

a k n
c c

a +
- -

= =

+æ ö< = - <ç ÷- è ø
å å .

【点睛】关键点点睛：

最后一问考查数列不等式的证明，因为 2
1

1 2

n
k

k

k

kk

a
c c

a +

= -å 无法直接求解，应先放缩去除根号，再由

错位相减法即可得证.

7．已知等差数列 na 和正项等比数列 nb ， 1 15, 2a b= - = ， 5a 既是 3 3b a- 与 1 1b a- 的等差中

项，又是其等比中项.

（1）求数列 na 和 nb 的通项公式；

（2） n nc a= ，求数列 nc 的前 n 项和 nS ；

（3）证明：  
2

2
2 1

1 1
21

n

i i

i
i b= +

+
<

-
å .

【答案】（1） 3 8, 2n
n na n b= - = ；（2）

2

2

3 13 , 1,2
2 2

3 13 14, 3
2 2

n

n n n
S

n n n

ì- + =ïï= í
ï - + ³
ïî

；（3）证明见解析．

【难度】0.65

【知识点】利用定义求等差数列通项公式、含绝对值的等差数列前 n 项和、写出等比数列的

通项公式、数列不等式恒成立问题

【分析】（1）设 na 公差为 d ，{ }nb 的公比为 q，由等差中项和等比中项列方程组解得 ,d q
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可得通项公式；

（2）按 na 的正负分类讨论求{| |}na 的和；

（3）利用 2n ³ 时，
2

2 2

1 21 2
1 1

n
n n

+
= + <

- -
，用放缩法放缩后求和可证得不等式成立．

【详解】（1）设 na 公差为 d ，{ }nb 的公比为 q，

由已知 5 5 4a d= - + ， 1 1 7b a- = ，
2

3 3 2 2 5b a q d- = - + ，

所以
2

2 2

2( 5 4) 7 2 2 5
( 5 4 ) 7(2 2 5)

q d
d q d

ì - + = + - +
í

- + = - +î
，因为 0q > ，故解得

2
3

q
d

=ì
í =î

（
2

3
q
d

= -ì
í =î

舍去）．

所以 5 3( 1) 3 8na n n= - + - = - ，
12 2 2n n

na -= ´ = ；

（2）
8 3 , 2
3 8, 3n n

n n
c a

n n
- £ì

= = í - £î
，

1,2n = 时，
2(5 8 3 ) 3 13

2 2 2n
n nS n n+ -

= = - + ，

3n ³ 时，
2(1 3 8)( 2) 3 135 2 14

2 2 2n
n nS n n+ - -

= + + = - + ，

所以

2

2

3 13 , 1,2
2 2

3 13 14, 3
2 2

n

n n n
S

n n n

ì- + =ïï= í
ï - + ³
ïî

．

（3）证明
2

2 1

1
( 1) 2n

n
n +

+
- ´

中， 2n ³ 时，
2

2 2

1 21 2
1 1

n
n n

+
= + <

- -
，

所以    
2 2

12 2 1
2 2 21

1 1 2 1 1 1 1 1 1
2 4 8 2 2 2 21 1 2

n n n

i n ni
i i ii

i i
i b i ++

= = =+

+ +
= < = + + + = - <

- - ´
å å å L ．

【点睛】关键点点睛：本题考查求等差数列和等比数列的通项公式．求含绝对值的数列的和，

证明不等式．在求含有绝对值的数列的前 n 项和时，需根据 na 的正负分类讨论．证明数列不

等式时常常要用放缩法，把数列各项放缩后便于求和，从而证得不等式成立．
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