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排列组合数证明  教师版

一、解答题

1．求证：  1
1A A 2m m

n nn n m-
-= ³ ³ ．

【答案】证明见解析

【分析】根据排列数公式可得

【详解】  
 
 

 
   

 1
1

1 ! 1 !!A A 2
! ! 1 1 !

m m
n n

n nn n n n n m
n m n m n m

-
-

- -
= = × = × = ³ ³

- - é ù- - -ë û
， ．

2．证明：    !A
!

m
n

n n m
n m

= >
- ．
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【答案】证明见解析

【分析】根据排列数公式和运算性质，准确化简，即可求解.

【详解】证明 ：     A 1 2 1m
n n n n n m= - - ××× - +

     
 

1 2 1 2 1
2 1

n n n n m n m
n m

- - ××× - + - ´×××´ ´
=

- ´×××´ ´

 
!

!
n

n m
=

- ．

为了使上述结论在m n= 时也成立，我们规定0! 1= ．

由此可知，排列数公式还可以写成  
!A

!
m
n

n
n m

=
- ．

3．（1）求证：  1 ! ! !n n n n+ - = × ；

（2）求证：    
1 1

1 ! ! 1 !
n

n n n
= -

+ + ；

（3）求和：  
1 2 3
2! 3! 4! 1 !

n
n

+ + + +
+

L ．

【答案】（1）证明见解析；（2）证明见解析；（3）  
11

1 !n
-

+ .

【分析】按照阶乘的定义即可求解.

【详解】（1）证明：    1 ! ! 1 ! ! !n n n n n n n+ - = + - = × ．

（2）证明：    
 
   

1 ! !! 1 1
1 ! 1 ! ! 1 ! ! ! 1 !

n nn n n
n n n n n n n

+ -×
= = = -

+ + × + × +
．
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（3）由（2）知    
1 1

1 ! ! 1 !
n

n n n
= -

+ + ，

所以      
1 2 3 1 1 1 1 1 1 1 1 11
2! 3! 4! 1 ! 1 2! 2! 3! 3! 4! ! 1 ! 1 !

n
n n n n

æ öæ ö æ ö æ ö+ + + + = - + - + - + + - = -ç ÷ç ÷ ç ÷ ç ÷ ç ÷+ + +è ø è ø è ø è ø
L L ；

综上，    
1 2 3 11
2! 3! 4! 1 ! 1 !

n
n n

+ + + + = -
+ +

L .

4．证明    
1 1

1 ! ! 1 !
n

n n n
= -

+ + ，并利用这一结果化简：

(1)
1 2 3 9
2! 3! 4! 10!

+ + + ×××+ ；

(2)  
1 2 3
2! 3! 4! 1 !

n
n

+ + + ×××+
+ ．

【答案】(1)证明见详解，
11

10!
- ；

(2)  
11

1 !n
-

+ .

【分析】  1 由    ! 1 2 2 1n n n n= ´ - ´ - ´ ´ ´L 可得    1 ! 1 !n n n+ = + ´ ，先证出

   
1 1

1 ! ! 1 !
n

n n n
= -

+ + 式子成立，进而求出前9项的和即可；

 2 根据证出    
1 1

1 ! ! 1 !
n

n n n
= -

+ + 式子成立，求出前 n 项的和即可；

【详解】（1）解：证明：由    ! 1 2 2 1n n n n= ´ - ´ - ´ ´ ´L 可得    1 ! 1 !n n n+ = + ´ ，

则  
 
       

1 1 1 1 1 1
1 ! 1 ! 1 ! 1 ! ! 1 !

nn n
n n n n n n

+ - +
= = - = -

+ + + + +
.
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所以
1 2 3 9 1 1 1 1 1 1 11
2! 3! 4! 10! 1! 2! 2! 3! 9! 10! 10!

+ + + ×××+ = - + - + + - = -L

（2）解：因为  
 
       

1 1 1 1 1 1
1 ! 1 ! 1 ! 1 ! ! 1 !

nn n
n n n n n n

+ - +
= = - = -

+ + + + +
，

所以      
1 2 3 1 1 1 1 1 1 11
2! 3! 4! 1 ! 1! 2! 2! 3! ! 1 ! 1 !

n
n n n n

+ + + ×××+ = - + - + + - = -
+ + +

L .

5．求证：A A An m n m
n n n m

-
-= ．

【答案】证明见详解

【分析】利用排列数的计算公式即可证明.

【详解】左边    =A 1 2 3 2 1 !n
n n n n n= ´ - ´ - ´ ´ ´ =L ，

右边        A A 1 2 1 2 1 !m n m
n n m n n n n m n m n-

-= = ´ - ´ - ´ - + ´ - ´ ´ =L L ，

所以A A An m n m
n n n m

-
-= ，即证.

6．求证：

(1) 4 3 4
7 7 8A 4A A+ = ；

(2) 1
1A A Am m m

n n nm -
++ = ．
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【答案】(1)证明见解析

(2)证明见解析

【分析】（1）利用排列数公式化简可证得等式成立；

（2）利用排列数公式化简可证得等式成立.

【详解】（1）证明：
4 3 4
7 7 8

7! 4 7! 4 7! 2 8!A 4A A
3! 4! 4! 4!

´ ´ ´
+ = + = = = .

（2）证明：    
 

 
 

 
1

1

1 ! ! 1 !! !A A A
! 1 ! 1 ! 1 !

m m m
n n n

n m n m n nn m nm
n m n m n m n m

-
+

- + ´ + ´ +´
+ = + = = =

- - + - + - +
.

7．求证：（1） 1 2 1
1 1

n n n
n n nA A n A+ -

+ -- = ；

（2）
( 1)! ! ( 1) !( )

! ( 1)! !
n n n k n k n

k k k
+ - + ×

- = £
-

.

【答案】见详解.

【分析】（1）根据排列数的计算公式展开，通过计算即可证明式子成立；

（2）利用阶乘的计算公式进行展开，通分，通过计算即可证明式子成立.

{#{QQABK8AswugYsBawyQ47cWNkzmoY0oXxpqxOU0YM+QcBPstADAA=}#}
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【详解】（1）左边  1 1 1
1 1 11n n n n

n n n nA A n n A nA+ - -
+ - -= - = + -

 2 1 2 1
1 1

n n
n nn n n A n A- -

- -= + - = =右边，

∴结论成立，即
1 2 1
1 1

n n n
n n nA A n A+ -

+ -- = ；

（2）当 k n£ 时，

左边
( 1)! ! ( 1) ! !

! ( 1)! ! ( 1)!
n n n n kn

k k k k k
+ +

= - = -
- -

( 1) ! ! ( 1) !
! !

n n kn n k n
k k

+ - - +
= = =右边，

∴结论成立，即
( 1)! ! ( 1) !( )

! ( 1)! !
n n n k n k n

k k k
+ - + ×

- = £
-

.

8．求证：（1） 1
1A Am m

n nn -
-= ；

（2） 8 7 6 7
8 7 6 78 7A A A A- + = .

【答案】（1）证明见解析；（2）证明见解析.

【分析】（1）根据排列数的计算公式先化简右式，然后即可证明等式成立；

（2）将左式每一项都变形为阶乘的形式，然后进行化简计算并与右式比较，由此证明等式

成立.

【详解】（1）右式
 

   
 

   
1

1

1 ! 1 ! !
! !1 1 !

m m
n n

n n n nnA n A
n m n mn m

-
-

- ´ -
= = ´ = = = =

- -- - -é ùë û
左式，

故等式成立；

（2）左式
7
78! 8 7! 7 6! 8! 8! 7! 7! A= - ´ + ´ = - + = = =右式，
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故等式成立.

9．证明：
1

1A A Am m m
n n nm -

+ - = .

【答案】见解析

【详解】

 
           1

1 ! ! ! 1 ! !A A 1
1 ! ! ! 1 ! 1 1 !

m m
n n

n n n n n m nm
n m n m n m n m n m n m n m+

+ +æ ö- = - = × - = × = ×ç ÷+ - - - + - - + - + -è ø
Q

1Am
nm -= , 1

1A A Am m m
n n nm -

+\ - = .

10．求证：
1
1 1A A ( 1)An n n

n n nn+
+ += = +  

{#{QQABK8AswugYsBawyQ47cWNkzmoY0oXxpqxOU0YM+QcBPstADAA=}#}
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【答案】证明见解析

【分析】利用排列数公式将
1
1 1A ,A ,( 1)An n n

n n nn+
+ + + 展开，即可证结论.

【详解】
1
1A ( 1) ( 1) ... 3 2 1n

n n n n+
+ = + ´ ´ - ´ ´ ´ ´ ，

1A ( 1) ( 1) ... 3 2n
n n n n+ = + ´ ´ - ´ ´ ´ ，

( 1)A ( 1) ( 1) ... 3 21) ! 1(n
n n nn n n n+ = += + ´ ´ ´ - ´ ´ ´ ´ ，

综上，
1
1 1A A ( 1)An n n

n n nn+
+ += = + .

11．已知 *, , Nm n k Î ，m k n³ ³ ．

(1)证明： C C C Ck n n k
m m k m m n- -= ；

(2)证明： C C C Ck n n k n
m k m m n

-
-= ．

【答案】(1)证明见解析

(2)证明见解析

【分析】（1）由组合数公式计算即可；

（2）由组合数公式计算即可.

【详解】（1）因为      
( )!! !C C

! ! ! ! ! ! !
k n
m m k

m km m
k m k n m k n k n m n k-

-= × =
- - - - - ，

     
( )!! !C C

! ! ! ! ! ! !
n k
m m n

m nm m
n m n k m n k k n m n k-

-= × =
- - - - - ，

所以C C C Ck n n k
m m k m m n- -= ；
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（2）因为      
! ! !C C

! ! ! ! ! !( )!
k n
m k

m k m
k m k n k n n m k k n

= × =
- - - - ，

     
( )!! !C C

! ! ( )! ! !( )! !
n k n
m m n

m nm m
n m n k n m k n m k k n

-
-

-= × =
- - - - - ，

所以C C C Ck n n k n
m k m m n

-
-= ．

12．（1）计算：
4 5
8 8
8 5
8 9

4A 2A
A A

+
-

；

（2）证明：C C C Ck m k m k
n n k n m

-
-× = × .

【答案】（1）
4
5
；（2）证明见解析.

【分析】（1）利用排列数公式可求得所求代数式的值；

（2）利用组合数公式可证得结论成立.

【详解】（1）
4 5
8 8
8 5
8 9

4A 2A 4 5 6 7 8 2 4 5 6 7 8 4 8 4
A A 8! 5 6 7 8 9 24 9 5

+ ´ ´ ´ ´ + ´ ´ ´ ´ ´ +
= = =

- - ´ ´ ´ ´ -
；

（2）证明：  
 

       
!! !

! ! ! ! ! ! !
k m k
n n k

n kn nC C
k n k m k n m k m k n m

-
-

-
× = × =

× - - - - -
，

       
! ! !C C

! ! ! ! ! ! !
m k
n m

n m n
m n m k m k k m k n m

× = × =
× - - - - ，

因此，C C C Ck m k m k
n n k n m

-
-× = × .

13．求证：
1
1C Cr r

n nr n -
-= ．
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【答案】证明见详解

【分析】根据组合数公式推导可得.

【详解】由组合数公式可知  
 

     
1
1

1 !!C C
! ! 1 ! 1 1 !

r r
n n

nnr r n n
r n r r n r

-
-

-
= ´ = ´ =

- é ù- - - -ë û
，

等式成立.

14．求证：  1
1C C C ,m m m

n n n m n-
+ += + Î N .

【答案】证明见解析

【分析】从 1n + 个元素里面取m 个元素可以分为以下两种情形来考虑：

情形一：选取的m 个元素中包含某一确定的元素 a；情形二：选取的m 个元素中不包含某一

确定的元素 a .

{#{QQABK8AswugYsBawyQ47cWNkzmoY0oXxpqxOU0YM+QcBPstADAA=}#}
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由以上两种情形并结合组合数的意义即可得证.

【详解】一方面：从 1n + 个元素里面取m 个元素可以分为以下两种情形：

情形一：选取的m 个元素中包含某一确定的元素 a，则只需从剩下的 n 个元素里面取  1m -

个元素即可；

情形二：选取的m 个元素中不包含某一确定的元素 a，则需从剩下的 n 个元素里面取m 个元

素.

另一方面：由组合数的意义可知从 1n + 个元素里面取m 个元素的选取法数可以用组合数

 1C ,m
n m n+ +Î N 来表示，

同理从 n 个元素里面取  1m - 个元素以及从 n 个元素里面取m 个元素的选取法数可以分别

用组合数  1C C ,m m
n n m n-

+Î N、 来表示.

结合以上两方面且由分类加法计数原理有  1
1C C C ,m m m

n n n m n-
+ += + Î N .

15．已知 m 是自然数，n 是正整数，且m n£ ．求证：

(1) C Cm n m
n n

-= ；

(2) 1
1C C Cm m m

n n n
-

+ = + ．

【答案】(1)证明见解析

(2)证明见解析

【分析】代入阶乘公式，化简证明.

{#{QQABK8AswugYsBawyQ47cWNkzmoY0oXxpqxOU0YM+QcBPstADAA=}#}
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【详解】（1）根据组合数公式，可以得到      
! !C C

! !! !
n m m
n n

n n
m n mn m n n m

- = = =
-- - -é ùë û

．

（2）根据组合数公式，可以得到      
1 ! !C C

! ! 1 ! 1 !
m m
n n

n n
m n m m n m

-+ = +
- - - +

 
   

! 1 !
! 1 ! ! 1 !

n n m n m
m n m m n m

- +
= +

- + - +
 

 
! 1

! 1 !
n n m m

m n m
- + +

=
- + 1

!( 1) ( 1)! C
!( 1)! !( 1)!

m
n

n n n
m n m m n m +

+ +
= = =

- + - +
．

16．证明：
1
1C Cm m

n nm n -
-=

【答案】证明见解析

【分析】根据组合数公式证明即可.

【详解】证明：  
 

   
 

   
1
1

1 ! 1 !!C C
! ! 1 ! ! 1 ! !

m m
n n

n n nnm m n n
m n m m n m m n m

-
-

× - -
= × = = × =

× - - × - - × -
.

17．证明下列各等式．

(1) Cm
n ＝

1
1

m
n

+
+

1
1Cm

n
+
+ ；

(2) 0 1 2 1 1
1 2 1C C C C Cm m

n n n n m n m
- -

+ + + - ++ + + + =L .
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【答案】(1)证明见解析

(2)证明见解析

【分析】（1）直接利用组合数的阶乘公式对右边化简即可得到证明；

（2）利用组合数的性质公式
1

1C C Cm m m
n n n

-
+ = + 和

0 0
1C Cn n+= ，对右边化简即可得到证明.

【详解】（1）由
!C

( )! !
m
n

n
n m m

=
- ，知右边  

1 ( 1)! ! C
1 ( 1) ( 1) !( 1)! ( )! !

m
n

m n n
n n m m n m m

+ +
= × = =

+ + - + + -

所以，左边=右边，故原式成立．

（2）由组合数的性质
1

1C C Cm m m
n n n

-
+ = + ，知左边

0 1 2 1 1 2 1
1 1 2 1 2 2 1C C C C C C Cm m

n n n n m n n n m
- -

+ + + + - + + + -= + + + + = + + +L L 2 1 1
3 1C C Cm m

n n m n m
- -

+ + - += + + =L

所以，左边=右边，故原式成立．

18．求证：

(1) 1C Cm m
n n

n
n m -=

-
，

(2) C C C Ck m k m k
n n k n m

-
-× = ．

【答案】(1)证明见解析；

{#{QQABK8AswugYsBawyQ47cWNkzmoY0oXxpqxOU0YM+QcBPstADAA=}#}
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(2)证明见解析.

【分析】（1）利用组合数计算公式变形，计算推理作答；

（2）利用组合数计算公式变形，计算推理作答.

【详解】（1）因为
 
   1

1 ! !C C
! 1 ! ! !

m m
n n

nn n n
n m n m m n m m n m-

-
= × = =

- - - - -
，

所以 1C Cm m
n n

n
n m -=

-
成立；

（2）因为  
 

   
!!C C

! ! ! !
k m k
n n k

n kn
k n k m k n m

-
-

-
× = ×

- - -    
!

! ! !
n

k m k n m
=

- - ，

   
! !C C

! ! ! !
m k
n m

n m
m n m k m k

× = ×
- -     

!
! ! !

n
k n m m k

=
- - ，

所以C C C Ck m k m k
n n k n m

-
-× = × 成立.

19．证明： 1C Cm m
n n

n
n m -=

-
.

【答案】证明见解析

【分析】根据组合数的运算公式和运算性质，准确化简，即可求解.

【详解】根据组合数的运算性质得：右边 1
( 1)! !C

!( 1 )! !( )!
m
n

n n n n
n m n m m n m m n m-

-
= = × =

- - - - -
，

又因为左边
!C

!( )!
m
n

n
m n m

=
-

，

所以 1C Cm m
n n

n
n m -=

-
.

20．（1）证明：
1 1

( 1)! ! ( 1)!
n

n n n
= -

+ +
，
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（2）求和
1 2 3
2! 3! 4! ( 1)!n

n
+ + + +

+
L

【答案】（1）证明见解析；

（2）
11

( 1)!n
-

+
.

【分析】（1）对 ( 1)!
n

n +
分子分母同时乘以 !n 化简即可.

（2）利用（1）的结论，可把每一项拆开中间项约掉即可得到答案.

【详解】（1）证明：

 +1 1 !! ( 1) ! ! ( 1)! ! 1 1= = = =
( 1)! ! ( 1)! ! ( 1)! ! ( 1)! ! ( 1)! ! ( 1)!

n nn n n n n n n n
n n n n n n n n n n n

- ´´ + - + -
= -

+ ´ + ´ + ´ + ´ + +
得证.

（2）由（1）知
1 2 3
2! 3! 4! ( 1)!n

n
+ + + +

+
L

1 1 1 1 1
1! 2! 2! 3! 3! 4!

1 1 1
! ( 1)!n n

- + - + - + + -
+

= L  

11
( 1)!n

= -
+
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