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2023 年天津高考模拟试题分类二三模小题 

一、单选题(共 0分 

1．（2023·天津河北·统考二模）已知双曲线
2 2

2 2
: 1( 0 , 0 )

x y
C a b

a b
    的右焦点为 F ，以 F 为圆心，以 a 为半径的圆与

双曲线C 的一条渐近线交于A ， B 两点，若 2O A O B  (O 为坐标原点)，则双曲线C 的离心率为（    ）. 

A．
1 7

3

 B．
1 5

3

 C．
1 1

3
 D．

7

3

 

【分析】设双曲线的一条渐近线方程为
b

y x
a

 ， H 为 A B 的中点，可得 F H A B ，由 2O A O B ，可知 H 为O A 的

三等分点，用两种方式表示O H ，可得关于 , ,a b c 的方程组，结合 2 2 2
b c a  即可得到双曲线C 的离心率. 

【详解】设双曲线的一条渐近线方程为
b

y x
a

 ， H 为 A B 的中点，可得 F H A B ， 

 

由  , 0F c 到渐近线 0bx ay  的距离为
2 2

b c
F H d b

a b

  


， 

所以 2 2
B H a b  ，又 2O A O B ，所以 2 2

3 3O H B H a b   ， 

因为 2 2 2 2
O H O F H F c b    ， 

所以 2 2 2 2
3 a b c b   ，整理可得： 2 2 2

9 8a c b  ， 

即 2 2 2 2
9 8 8a c c a   ，所以 2 2

1 7 9a c ，可得
2

2

2

1 7

9

c
e

a
  ，所以

1 7

3
e  ， 

所以双曲线C 的离心率为
1 7

3
，故选：A. 

2．（2023·天津和平·统考二模）设 1
F 、 2

F 分别为双曲线  

2 2

2 2
1 0 , 0

x y
a b

a b
    的左、右焦点，抛物线 2

2 0y x 的准

线过点 1
F ，若在双曲线右支上存在点 P ，满足 2 1 2

P F F F ，且点 2
F 到直线 1

P F 的距离等于双曲线的实轴长，则点 2
F

到该双曲线的渐近线的距离为（    ） 

A． 3  B． 4  C． 2 7 1  D．5  

【答案】B【分析】取 1
P F 的中点 M ，连接 2

F M ，分析可得 5c  ， 2 1
F M P F ，利用双曲线的定义结合已知条件可

得出 2
P F M 三边边长，利用勾股定理可求得 a 的值，进而可求得b 的值，最后利用点到直线的距离公式可求得结果. 

【详解】取 1
P F 的中点M ，连接 2

F M ，如下图所示： 

 

易知抛物线 2
2 0y x 的准线方程为 5x   ，则  1

5, 0F  、  2
5, 0F ， 

因为双曲线  

2 2

2 2
1 0 , 0

x y
a b

a b
    的右支上存在点 P ，使得 2 1 2

1 0 P F F F ， 

又因为M 为 1
P F 的中点，所以， 2 1

F M P F ， 
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由双曲线的定义可得 1 2
2 2 2P F P F a c a    ，则 1

1

2
P M P F c a   ， 

由题意可知， 2
2F M a ，由勾股定理可得

2 2 2

2 2
P F P M F M  ，即      

2 2 2

2 2c c a a   ， 

所以，        
2 2 2

4 4c a c a c a c a      ，故 4 4c a c a   ，可得
3

3
5

c
a   ， 

所以， 2 2 2 2
5 3 4b c a     ，双曲线的右焦点  2

, 0F c 到渐近线
b

y x
a

 的距离为
2

2

4

1

b c

a
d b

b

a

  



.故选：B. 

3．（2023·天津南开·统考二模）已知拋物线 2
4y x 的准线过双曲线  

2 2

2 2
1 0 , 0

x y
a b

a b
    的左焦点，点 P 为双曲线

的渐近线和拋物线的一个公共点，若 P 到抛物线焦点的距离为 5，则双曲线的方程为（    ） 

A．
2

2
1

2

x
y  B．

2

2 3
3 1

2

y
x   C． 2 2

2x y   D． 2 2
2 2 1x y  【答案】D 

【分析】由抛物线的标准方程求出准线方程即可求出双曲线的左焦点，即可求 c ；由 P 为双曲线的渐近线和拋物线

的一个公共点，P 到抛物线焦点的距离为 5，可求出点 P 的坐标，把点 P 代入双曲线的渐近线方程即可得出 a 与 b 相

等，再根据 2 2 2
c a b  即可求解. 

【详解】 

由题意知，拋物线 2
4y x 的准线方程为 = 1x  ，所以双曲线的左焦点坐标为  1, 0 ，

所以双曲线的 1c  . 

又因为点 P 为双曲线的渐近线和拋物线的一个公共点，若 P 到抛物线焦点的距离为 5，

所以 1 5
P

x   ，所以 4
P

x  ，代入抛物线方程即可得  4 , 4P . 

因为  4 , 4P 在双曲线的渐近线方程
b

y x
a

  上，所以 a b ，又因为双曲线中， 2 2 2
c a b  ，所以

2 2 1

2
a b  ， 

所以双曲线的方程为： 2 2
2 2 1x y  .故选：D 

4．（2023·天津红桥·统考二模）已知双曲线
2 2

2 2
1 ( 0 , 0 )

x y
a b

a b
    的右焦点 F 与抛物线 2

8y x 的焦点重合，过 F 作

与一条渐近线平行的直线 l ，交另一条渐近线于点A ，交抛物线 2
8y x 的准线于点 B ，若三角形 A O B （O 为原点）

的面积3 3 ，则双曲线的方程为（ ） 

A．
2 2

1
1 2 4

x y
   B．

2 2

1
4 1 2

x y
   C．

2

2
1

3

x
y   D．

2

2
1

3

y
x   【答案】D 

【分析】由抛物线方程得出焦点坐标和准线方程，联立直线 l 与渐近线方程得出 A 的坐标，联立直线与准线方程得

出 B 的坐标，根据三角形的面积得出 3b a ，再结合 2c  ， 2 2 2
c a b  ，可解得结果. 

【详解】由 2
8y x 得 4p  ，所以 ( 2 , 0 )F ，所以直线 : ( 2 )

b
l y x

a
  ，抛物线的准线为： 2x   ， 
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联立

( 2 )
b

y x
a

b
y x

a


 




  


可得

1x

b
y

a





 


，所以 (1, )
b

A
a

 ，联立
( 2 )

2

b
y x

a

x


 



  

可得

2

4

x

b
y

a

 



 


，所以
4

( 2 , )
b

B
a

  ， 

所以
1 4 1 4 1

( ) (1 2 ) 2 1
2 2 2

O A B

b b b b
S

a a a a
         

3b

a
 ，所以

3
3 3

b

a
 ，所以 3

b

a
 ，即 3b a ， 

又 2c  ， 2 2 2
c a b  ，所以 2 2

4 3a a  ，所以 2
1a  ，所以 2 2

3 3b a  ，所以双曲线的方程为
2

2
1

3

y
x   .故选：D. 

【点睛】本题考查了抛物线和双曲线的几何性质，考查了三角形的面积，考查了运算求解能力，属于基础题. 

5．（2023·天津·二模）已知双曲线
2 2

2 2
1( 0 )

x y
a b

a b
    的右焦点为 F ，虚轴的上端点为 B P， 为左支上的一个动点，

若 P B F△ 周长的最小值等于实轴长的 3 倍，则该双曲线的离心率为（  ） 

A．
1 0

2

 B．
1 0

5

 C． 1 0  D． 2  

【答案】A【分析】先通过分析得到当且仅当 'B P F， ， 共线， P B F 周长取得最小值，且为 2 2
2 2 ,a b c   可得

2 2
6 2 2 ,a a b c ＝ 解方程即得解. 

【详解】由题意可得 0 0B b F c（ ， ） ， （ ，） ，设 ' 0F c（ ﹣ ，） ，由双曲线的定义可得

' 2P F P F a﹣ ＝ ， ' 2P F P F a＝ ， 2 2
' ,B F B F b c＝ ＝ 则 B P F 的周长为

| ' 2 ' 2 ' 2P B P F B F P B P F a B F B F a＝ ，       当且仅当 'B P F， ， 共线，

取得最小值，且为 2 2
2 2 ,a b c  由题意可得 2 2

6 2 2 ,a a b c ＝ 即

2 2 2 2 2
4 2a b c c a＝ ＝ ﹣ ，即 2 2

5 2a c＝ ， 

则
1 0

,
2

c
e

a
  故选 A  

6．（2023 春·天津和平·高三天津一中校考阶段练习）已知抛物线
21

:
8

E y x 的焦点为 F，其准线 l 与坐标轴交于点 A，

点 P 为 E 上一点，当
P F

P A
取最小值时，点 P 恰好在以 A，F 为焦点的双曲线 上，则双曲线 的实轴长等于（    ） 

A． 2 2 2  B． 4 2 4  C． 2 3 2  D． 4 3 4 【答案】B 

【分析】根据抛物线的定义可得
1

P F P P

P A P A
 ，又

1
sin

P P

P A
  ，可知当直线 P A 与抛物线相切时，即点 P 为切点时，

P F

P A

最小.设出 P A 方程，联立直线与抛物线的方程，根据Δ 0 ，可求出 k 的值，进而得出切点 P 的坐标.然后根据双曲线

的定义，即可得出答案. 

【详解】 

根据抛物线的对称性，不妨设点 P 在第一象限， 1
P A P   ，

π
0,
2


 

  
 

， 
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如图，过点 P 作 1
P P l ，垂足为 1

P .根据抛物线的定义，可得 1
P P P F ，所以

1
P F P P

P A P A
 ， 

在 1
R t P P AV 中，有

1
s in

P P

P A
  ，因为 s iny x 在

π
0 ,

2

 
 
 

上单调递增，所以，当 最小时，
1

s in
P P

P A
  最小，即

P F

P A
最

小，当直线 P A 与抛物线相切时，即点 P 为切点时， 最小，
P F

P A
最小.由已知可得， 4p  ，  0 , 2F ，  0 , 2A  ， 

则可设直线 P A 方程为 2y k x  ， 0k  ，联立直线与抛物线的方程
2

2

1

8

y k x

y x

 






可得， 2
8 1 6 0x kx   . 

由直线 P A 与抛物线相切，可知    
2 2

8 4 1 1 6 6 4 1 0k k         ，解得， 1k   （舍去负值），所以 1k  ， 

代入 2
8 1 6 0x kx   可得， 4x  ，此时

2
2

1

8
y x  ，所以切点  4 , 2P . 

由已知可设双曲线方程为
2 2

2 2
1

y x

a b
   0 , 0a b  ，因为点  4 , 2P 在双曲线上，根据双曲线的定义可知， 

2 a P A P F         
2 2 2 2

0 4 2 2 0 4 2 2 4 2 4           ，所以，双曲线 的实轴长等于 2 4 2 4a   . 

7．（2023·天津·统考二模）已知双曲线  

2 2

2 2
1 0 , 0

x y
a b

a b
    的离心率为 2，抛物线 2

4y x 的焦点为 F ，过 F 过直

线 l 交抛物线于 ,A B 两点，若 l 与双曲线的一条渐近线平行，则 A B  （    ） 

A．16 B．8 3  C．8 D．
1 6

3
 

【答案】D【分析】现根据双曲线的离心率，求出渐近线的斜率，继而根据点斜式求得直线 AB 的方程，联立直线

和抛物线方程，结合韦达定理和焦点弦公式，即可求解. 

【详解】解：由题意得
2

2
1 2

c b
e

a a
    ，故双曲线的渐近线方程为 3

b
y x x

a
    ， 

又 l 与双曲线的一条渐近线平行，不妨设直线 l 的斜率为 3 ，又  1, 0F ， 

故 l 的直线方程为： 3 3y x  ，联立直线方程和抛物线方程得： 2
3 1 0 3 0x x   ， 

所以
1 0

3
A B

x x  ，所以
1 0 1 6

2
3 3

A B
A B x x p      .故选：D. 

8．（2023·天津·校联考二模）抛物线 2
2 ( 0 )y ax a  上的点  0

, 3M x 到其焦点的距离是M 到 y轴距离的 2 倍，过双曲

线
2 2

2 2
: 1

x y
C

a b
  ( 0 , 0 )a b  的左右顶点 A、B 作 C 的同一条渐近线的垂线，垂足分别为 P、Q， | | 4P Q  ，则双曲

线的离心率为（    ） 

A．
5

2
 B．

1 4

3

 C．
5

3

 D．
3

2
 

【答案】D【分析】由抛物线定义及点在抛物线上求得
0

3

3

2

a

x








，进而可得 ( 3 , 0 ) , (3 , 0 )A B ，结合双曲线渐近线性质
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及 | | 4P Q  列方程求双曲线参数 c ，即可得离心率. 

【详解】由题设，
0 0

0

2
2

2 9

a
x x

a x


 



 

，可得
0

3

3

2

a

x








，故
2 2

2
: 1

9

x y
C

b
  ， 

所以 ( 3 , 0 ) , (3 , 0 )A B ，渐近线为
3

b
y x  ，不妨令 P、Q 在

3

b
y x  上， 

若 ta n
3

b
   （ 为

3

b
y x  倾斜角），则

2

9
| | | | 3 c o s

9

O P O Q

b

   


， 

所以
2

|

9

| 4
1 8 1 8

P Q
cb

 



 ，则
9

2
c  ，故

3

2

c
e

a
  .故选：D 

9．（2023·天津河西·统考二模）已知双曲线
2 2

2 2
1( 0 , 0 )

x y
a b

a b
    的一条渐近线方程是 y= 3 x ,它的一个焦点在抛物

线 2
24y x 的准线上，则双曲线的方程为 

A．
2 2

1
3 6 1 0 8

x y
  B．

2 2

1
9 2 7

x y
  C．

2 2

1
1 0 8 3 6

x y
   D．

2 2

1
2 7 9

x y
  【答案】B 

【详解】试题分析：由渐近线是 y= 3 x 得 3
b

a
 ，抛物线 y

2
=24x 的准线为 6x   ， 2 2

3 6a b  
2 2

9, 27a b   ，

方程为
2 2

x y
1

9 2 7
  考点：双曲线标准方程及性质点评：双曲线抛物线几何性质的综合考查 

10．（2023·天津河东·统考二模）已知双曲线
2 2

2 2
: 1 ( 0 , 0 )

x y
C a b

a b
    的左焦点为 F ，以O F 为直径的圆与双曲线

C 的渐近线交于不同原点O 的 A B， 两点，若四边形 A O B F 的面积为  
2 21

2
a b ，则双曲线C 的渐近线方程为 

A．
2

2
y x   B． 2y x   C． y x   D． 2y x  【答案】C 

【解析】根据题意，O A A F ，双曲线C 的焦点 F 到C 的一条渐近线的距离为b ，所以 | |A F b ，进而 | |O A a ，

四边形面积为 a b ，由  
2 21

2
a b a b  可化简得 1

b

a
 ，写出渐近线方程即可. 

【详解】根据题意，O A A F ，双曲线C 的焦点 F 到C 的一条渐近线
b

y x
a

  的距离为
2 2

b c
b

a b




，则 | |A F b ，

所以 | |O A a ，所以  
2 21

2
a b a b  ，所以 1

b

a
 ，所以双曲线C 的渐近线方程为 y x  . 

【点睛】本题主要考查了双曲线的标准方程，渐近线，点到直线的距离，属于难题. 

11．（2023·天津南开·南开中学校考模拟预测）已知双曲线  

2 2

2 2
: 1 0 , 0

x y
C a b

a b
    的右顶点、右焦点分别为 A，F ，

过点 A 的直线 l 与C 的一条渐近线交于点Q ，直线Q F 与C 的一个交点为 B，若 A Q A B A Q F B   ，且 3B Q F Q ，

则C 的离心率为(    ) 

A．2 B． 5 1  C．
2 5

3


 D． 2 5  

【答案】C【分析】由向量数量积等式推出 l⊥x轴，求出点 Q 坐标，进而得点 B 坐标，再代入双曲线方程求解即得. 

【详解】由已知得  , 0A a ，设  , 0F c ，由 A Q A B A Q F B   ，得 ( ) 0A Q A B B F A Q A F     ， 
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所以 l x 轴，即 :l x a ， 

不妨设点Q 在第一象限，则  ,Q a b .设  0 0
,B x y ，由 3B Q F Q ，得 2B F F Q ， 

   0 0
, 2 ,c x y a c b     ，

0

0

3 2

2

x c a

y b

 
 

 

，即  3 2 , 2B c a b  ， 

点  0 0
,B x y 在双曲线上，

   
2 2

2 2

3 2 2
1

c a b

a b

 
   ， 

整理得 2 2
9 1 2 0c a c a   ， 2

9 1 2 1 0e e    ，解得
2 5

3
e


 ，或

2 5

3
e


 (负值舍去).故选 C. 

【点睛】求解双曲线离心率的问题，根据条件建立关于 a，b，c的齐次式，结合 b
2
=c

2
-a

2
转化为 a，c的齐次式，再

转化为关于 e的方程，解之即可得 e. 

12．（2023·天津北辰·统考三模）设 1
F 、 2

F 分别为双曲线
2 2

2 2
1

x y

a b
  （ 0a  ， 0b  ）的左、右焦点.若在双曲线右支

上存在点 P，满足 2 1 2
P F F F ，且 2

F 到直线 1
P F 的距离等于双曲线的实轴长，则该双曲线的渐近线与抛物线 2

4x y

的准线围成三角形的面积为（    ） 

A．
3

5
 B．

3

4
 C．

4

3
 D．

5

3
【答案】B 

【分析】由题意首先求得渐近线方程，然后结合渐近线方程确定其与准线方程的交点坐标，最后求解三角形的面积

即可.【详解】依题意 2 1 2
P F F F ，可知 2 1

P F F 是一个等腰三角形， 

2
F 在直线 1

P F 的投影是其中点D ，由勾股定理可知| 2 2

1
4| 2 4 4P F c a b ＝  

根据双曲定义可知 4 2 2b c a  ，整理得 2c b a  ，代入 2 2 2
c a b  整理得

2
3 4 0b a b  ，所以

4

3

b

a
  

所以双曲线渐近线方程为
4

3
y x  ，即 4 3 0x y  ，抛物线 2

4x y 的准线方

程为 1y   ， 

渐近线与抛物线的准线 = 1y  的交点坐标为：
3

, 1
4

M
 
  

 
，

3
, 1

4
N

 
 

 
， O M N 的面积

1 3 3
1

2 2 4
S     . 

所以双曲线
2 2

2 2
1

x y

a b
  的渐近线与抛物线 2

4x y 的准线围成三角形的面积为
3

4
.故选：B. 

 

13．（2023·天津河东·统考二模）已知三棱柱 ABC﹣A1B1C1 的侧棱垂直于底面，各顶点都在同一球面上，若该棱柱

的体积为 3 ，AB＝2，AC＝1，∠BAC＝60°，则此球的表面积等于（    ） 

A．8π B．9π C．10π D．11π 

【答案】A【分析】由 AB＝2，AC＝1，∠BAC＝60°可得三角形 ABC 的面积及外接圆的半径，再由三棱柱 ABC﹣

A1B1C1的侧棱垂直于底面，所以三棱柱的外接球的球心是过底面外接圆的圆心作垂直于底面的直线与中截面的交

点，可得外接球的半径，进而求出外接球的表面积． 
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【详解】由 AB＝2，AC＝1，∠BAC＝60°，由余弦定理可得： 

BC 2 2 1
2 6 0 4 1 2 2 1 3

2
A B A C A B A C co s             ， 

∴ 2 2 2
A C B C A B  ，∠ACB＝90°，∴底面外接圆的圆心在斜边 AB 的中点， 

设三角形 ABC 的外接圆的半径为 r，则 r
2

A B
  1， 

又
1 1 3

1 3
2 2 2

A B C
S B C A C


      ， 

所以 V 柱＝S△ABC•AA1 3 ，所以可得 AA1＝2， 

因为三棱柱 ABC﹣A1B1C1的侧棱垂直于底面， 

所以三棱柱的外接球的球心是过底面外接圆的圆心作垂直于底面的直线与中截面 的

交点， 

设外接球的半径为 R，则 R
2
＝r

2
+（ 1

2

A A
）

2
＝1

2
+1

2
＝2，所以外接球的表面积 S＝4πR

2
＝4π×2＝8π，故选：A． 

【点睛】本题考查三棱柱的体积及三棱柱的棱长与外接球的半径之间的关系，以及球的表面积公式，属于中档题． 

14．（2023·天津北辰·统考三模）中国雕刻技艺举世闻名，雕刻技艺的代表作“鬼工球”，取鬼斧神工的意思，制作相

当繁复，成品美轮美奂．1966 年，玉石雕刻大师吴公炎将这一雕刻技艺应用到玉雕之中，他把玉石镂成多层圆球，

层次重叠，每层都可灵活自如的转动，是中国玉雕工艺的一个重大突破.今一雕刻大师在棱长为 12 的整块正方体玉

石内部套雕出一个可以任意转动的球，在球内部又套雕出一个正四面体（所有棱长均相等的三棱锥），若不计各层

厚度和损失，则最内层正四面体的棱长最长为（    ） 

 

A． 4 6  B． 4 3  C．2 6  D．6 

【答案】A【分析】根据题意，求正方体的内切球半径，易知该球为所求正四面体的外接球，根

据正四面体的性质，可求得棱长．【详解】由题意，球是正方体的内切球，且该球为正四面体的

外接球时，四面体的棱长最大，则该球半径 6r  ，如图： 

 

可知 E 为外接球球心， EP EB r  ， P D  平面 A B C ，D 为底面等边 A B C 的中心， 

设正四面体的棱长为d ，则
2 3 3

3 2 3
B D d d   ， 2 23 6

( )
3 3

P D d d d   ， 

在 R t E D B 中，则 2 2 2
E B E D D B  ，即 2 2 23 6

( ) ( )
3 3

r d d r   ，解得
2 6

3
d r ，即 4 6d  ． 

故选：A 

15．（2023·天津河西·统考二模）在三棱锥 P A B C 中， P A  平面 A B C ， 4 2P A  ， 4A B A C  ， 9 0C A B  ，

则三棱锥 P A B C 外接球的表面积为（    ） 

A． 32 π  B． 48π  C． 64 π  D．1 2 8 π  

【答案】C【分析】三棱锥 P A B C 补成长方体 A B D C P E F G ，计算出长方体 A B D C P E F G 的体对角线长，即为
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三棱锥 P A B C 的外接球直径长，再利用球体表面积公式可求得结果. 

【详解】在三棱锥 P A B C 中， P A  平面 A B C ， 4 2P A  ， 4A B A C  ，

9 0C A B  ， 

将三棱锥 P A B C 补成长方体 A B D C P E F G ，如下图所示， 

 

所以，三棱锥 P A B C 的外接球直径即为长方体 A B D C P E F G 的体对角线长， 

设三棱锥 P A B C 的外接球直径为 2 R ，则 2 2 2
2 8R A B A C A P    ，则 4R  ， 

因此，三棱锥 P A B C 外接球的表面积为 2
4 π 6 4 πS R  . 

故选：C. 

16．（2023·天津·校联考二模）“阿基米德多面体”被称为半正多面体

（semi-regularsolid），是由边数不全相同的正多边形为面围成的多面体，它体现了数学的对称美.如图所示，将正方

体沿交于一顶点的三条棱的中点截去一个三棱锥，共可截去八个三棱锥，得到八个面为正三角形、六个面为正方形

的一种半正多面体.已知正方体边长为 6，则该半正多面体外接球的表面积为（    ） 

 

A． 4 8 π  B．5 6 π  C． 64 π  D． 7 2 π  

【答案】D【分析】利用几何体的对称性确定该半正多面体的外接球的球心及半径即可求

解.【详解】 

如图，由半正多面体的对称性可知，其对称中心与相应的正方体的对称中心是同一点， 

其对称中心为正方体的体对角线的中点O ，点O 在平面 A B C 的投影点为 1
O ， 

则有 1
3O O  ， 1

3A O  ，所以 2 2

1 1
3 2A O O O A O   ， 

故该半正多面体的外接球的半径为3 2 ，外接球的表面积为  
2

4 π× 3 2 = 7 2 π . 

故选：D 

17．（2023·天津·统考二模）红薯于 1593 年被商人陈振龙引入中国，也叫甘薯、番薯等，因其生食多汁、熟食如蜜，

成为人们喜爱的美食甜点.敦敦和融融在步行街买了一根香气扑鼻的烤红薯，准备分着吃.如图，该红薯可近似看作

三个部分：左边部分是半径为 R 的半球；中间部分是底面半径是为 R 、高为 2 R 的圆柱；右边部分是底面半径为 R 、

高为 R 的圆锥，若敦敦准备从中间部分的A 处将红薯切成两块，则两块红薯体积差的绝对值为（    ） 

 

A．
31

π
3

R  B．
32

π
3

R   

C．
35

π
6

R  D． 3
πR  

【答案】A【分析】由球和圆柱，圆锥的体积公式求解即可. 
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【详解】由题意可知，两块红薯体积差的绝对值为
3 2 2 21 4 π π

π ( π )
2 3 3

R R R R R R R        

3 3 32 π π π

3 3 3
R R R   .故选：A. 

18．（2023·天津·二模）如图所示，有一个棱长为 4 的正四面体 P A B C 容器，D 是 P B 的中点， E 是C D 上的动点，

则下列说法正确的是（    ） 

 

① 若 E 是C D 的中点，则直线 A E 与 P B 所成角为
π

2
 

② A B E 的周长最小值为 4 3 4  

③ 如果在这个容器中放入 1 个小球（全部进入），则小球半径的最大值为
6

3

 

④ 如果在这个容器中放入 10 个完全相同的小球（全部进入），则小球半径的最大值为 6 2  

A．①② B．①③ C．②④ D．①③④ 

【答案】D【分析】对于①，连接 A D ，证明出 P B A E ，即可求出直线 A E 与 P B 所成角为
π

2
；对于②，把 ACD 沿

着C D 展开与面 B D C 同一个平面内，利用余弦定理求出 3 4A B  ，即可判断；对于③，判断出小球是正四面体的

内切球，设半径为 R ，利用等体积法求解；对于④，判断出要使小球半径要最大，则外层小球与四个面相切，设小

球半径为 r ，利用几何关系求出 6 2r   . 

【详解】对于①：连接 A D ， 

在正四面体 P A B C 中，D 是 PB 的中点，所以 ,P B A D P B C D  . 

因为 A D  平面 A C D ，C D  平面 A C D ， A D C D D ， 

所以直线 PB  平面 A C D ， 

因为 A E  平面 A C D ， 

所以 P B A E ，所以直线 A E 与 P B 所成角为
π

2
，故①正确； 

对于②，如图，把 A C D 沿着 CD 展开与面 B D C 同一个平面内，则周长最小值为 4 A B , 

由 2 3A D C D  ， 4A C  ，
2 2 2

1
c o s

2 3

A D C D A C
A D C

A D C D

 
  


， 

所以
π 2 2

c o s c o s s in
2 3

A D B A D C A D C
 

         
 

 

所以  
2

2 2 2 2 1 6 6
2 2 3 2 2 2 3 1 6 3 4

3 3
A B

 
           

 

，所以 3 4A B  ，所以 A B E 的周长最小值为 4 3 4

不正确，故②错误； 

 

对于③，要使小球半径最大，则小球与四个面相切，是正四面体的内切球，设半径为 R . 
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由等体积法可得
1 1

3 3
P A B C A B C

V S h S R


   
表 ，所以半径

1 6 6
4

4 1 2 3
R h    .故③正确； 

对于④，10 个小球分三层（1 个，3 个，6 个）放进去，要使小球半径要最大，则外

层小球与四个面相切，设小球半径为 r ，四个角小球球心连线M N G F 是棱长为 4 r

的正四面体，其高为
4 6

3
r ，由正四面体内切球的半径是高的

1

4
得， 

如图正四面体 P H IJ ， 

 

则 3M P r ，正四面体 P A B C 高为
4 6 6

3 4
3 3

r r r    ，得 6 2r   .故④正确. 

故选：D 

19．（2023·天津红桥·统考二模）用与球心距离为 1 的平面去截球，所得的截面面积为 π ，则球的体积为（    ） 

A．
4 3

π
3

B．
4 2

π
3

  C．
8 3

π
3

 D．
8 2

π
3

 

【答案】D【分析】利用圆的面积公式和球心到截面圆的距离、截面圆半径及球的半径的关系，结合球的体积公式

即可求解.【详解】设截面圆的半径为 r ，球的半径为 R ,由题意可知
2

2 2

π π

1

r

R r

 


 

，解得 1r  ， 2R  ， 

所以球的体积为  
3

34 4 8 2
π π 2 π

3 3 3
V R     .故选：D. 

20．（2023·天津南开·统考二模）如图，某种中药胶囊外形是由两个半球和一个圆柱组成的，半球的直径是 6 m m ，

圆柱高8 m m ，则该中药胶囊的体积为（    ） 

 

A． 3
9 0 πm m  B． 3

1 0 8 πm m  C． 3
2 1 6 πm m  D． 3

3 6 0 πm m  

【答案】B【分析】由球的体积公式和圆柱的体积公式求解即可； 

【详解】由题意得该几何体由两个半球和一个圆柱筒组成，所以体积为一个球体体积和一个圆柱体积之和， 

由球体的体积为：
3 3 3 3

1

4 4 1 0 8
π π 3 πm m 3 6 πm m

3 3 3
V R     ，圆柱体积为：

2 2 3

2
π π 3 8 7 2 πm mV R h      ， 

所以浮球的体积为：
3

1 2
3 6 π 7 2 π 1 0 8 πm mV V V     .故选：B. 

21．（2023·天津河北·统考二模）已知圆锥的顶点和底面圆周均在球O 的球面上.若该圆锥的底面半径为 2 3 ，高为 6，

则球O 的表面积为（    ） 

A． 32  B． 4 8  C． 6 4 π  D．8 0  

【答案】C【分析】设球心到圆锥底面的距离为d ，由题设可得关于d 的方程，求出其解后可得球的半径，从而可

求其表面积.【详解】因为 6 2 3 ，故球心在圆锥的内部且在高上，设球心到圆锥底面的距离为d ，则有

2 2 2
(6 ) ( 2 3 )d d   ，解得 2d  ，则圆半径 6 4R d   ，表面积 2

4 6 4S R   .故选：C 

22．（2023·天津河西·天津市新华中学校考模拟预测）如图，过圆O 外一点 P 作圆的切线 P A ，P B ，切点分别为 ,A B ，
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现将 P A B△ 沿 A B 折起到 P A B ，使点 P 在圆O 所在平面上的射影为圆心O ，若三棱锥 P A O B 的体积是圆锥 P O 体

积的
3

4
，则

O A

O P



（    ） 

 

A．
1

2
 B．

3

3

  

C．
1

2
或

3

3

 D．
1

2
或

3

2

 

【答案】A【分析】根据锥体体积公式可构造方程求得

3
s in s in

2
A O B    ，由三角形大边对大角的特点可知

2

3


  ，由

此可知
1

c o s c o s
2 2

O A
A O P

O P


   


.【详解】设圆O 的半径为 r ，圆锥的高O P h ， A O B   ， 

则
2 21 1 1 1

s in s in
3 3 2 6

P A O B A O B
V S O P r h r h 


       ，圆锥体积

21

3
V r h ，

2

2

1
s in

s in 36

1 2 4

3

P A O B

r h
V

V
r h




 






    ，

3
s in

2
  ； P O  平面 A O B ，O A  平面 A O B ， P O O A  ，则 P A O A ，即 P A O A  ， 

A O P A P O     ， A O B A P B    ，又 AOB AP B     ，
2

3


  ，

3
A O P


   ，

1
c o s

2

O A
A O P

O P
   


. 

23．（2023·天津和平·统考二模）如图甲是一水晶饰品，其对应的几何体叫星形八面体，也叫八角星体，是一种二复

合四面体，它是由两个有共同中心的正四面体交叉组合而成且所有面都是全等的小正三角形，如图乙所示．若一星

形八面体中两个正四面体的棱长均为 2，则该星形八面体体积为（    ） 

 

A． 2  B．
5 2

3

 C．
1 1 2

1 2

 D．
3 2

4

 

【答案】A 

【分析】根据已知条件及正四面体的体积公式即可求解. 

【详解】由题意可知星行八面体体积为一个棱长为 2 的大正四面体与四个棱长为1的小正四面体的体积之和， 

故该星形八面体体积为 3 32 2
2 4 1 2

1 2 1 2
V       .故选：A. 

24．（2023 秋·天津南开·高三南开中学校考阶段练习）已知一个正四棱柱所有棱长均为 3，若该正四棱柱内接于半球

体，即正四棱柱的上底面的四个顶点在球面上，下底面的四个顶点在半球体的底面圆内，则半球体的体积为（    ）． 

A．
2 7 6

π
2

 B．5 4 3π  C． 2 7 6 π  D． 2 7 3π  

【答案】A【分析】作出半球体的截面图，求出半球的半径，即可求得答案. 

【详解】设正四棱柱 A B C D A B C D    的底面 A B C D 在半球的底面圆上，则球心 O

为 A B C D 的中心， 

作出半球体的截面图如图，四边形 A C C A 为正四棱柱的对角面，连结O A
  ， 
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正四棱柱所有棱长均为 3， 

所以

2

2 33 2 3 6
, 3

2 2 2

2
A O A O

 
    

 






，即半球的半径
3 6

2
R  ，所以半球体的体积为

3

1 4 3 6
π

2 3 2

2 7 6
π

2

 
    

 
 

，故选：A 

25．（2023·天津北辰·统考三模）已知函数    co sf x A x   （ 0A  ， 0  ，
π

2
  ）的部分图象如图所示，关

于该函数有下列四个说法： 

 

①  f x 的图象关于点
4 π

, 0
3

 
 
 

对称； 

②  f x 的图象关于直线
5 π

1 2
x   对称； 

③  f x 的图象可由
π

2 s in 2
6

y x
 

  
 

的图象向左平移
π

2
个单位长度得到； 

⑧若方程     ( 0 )g x f tx t  在
5 π

0 ,
6

 
 
 

上有且只有两个极值点，则 t 的最大值为
1 3

1 0
． 

以上四个说法中，正确的个数为（    ） 

A．1 B．2 C．3 D．4 

【答案】C【分析】根据函数图象及五点作图法求出函数解析式，再根据余弦函数的性质一一判断即可. 

【详解】依题意可得 2A  ，
1 2 π π π

4 3 1 2
   ， 2  ， 

再根据五点法作图可得
π

2 0
1 2

   ，解得
π

6
   ，

π
( ) 2 c o s 2

6
f x x

 
  

 
． 

因为
4 π 4 π 5 π

2 c o s 2 2 c o s 0
3 3 6

π

2
f
   

       
   

，所以  f x 的图象关于点
4 π

, 0
3

 
 
 

对称，故①正确； 

因为   2
5 π 5 π

1

π
2

2
c o s 2 2 c o s π

61 2
f
   

         
   

  ，所以  f x 的图象关于直线
5 π

1 2
x   对称，故②正确； 

将
π

2 s in 2
6

y x
 

  
 

的图象向左平移
π

2
个单位长度得到

π π π
2 s in 2 π 2 s2 in n

6

π
2

62 6
s i 2y x xx

   
        

  
    

     
， 

故③错误；因为    
π

2 c o s 2
6

g x f tx tx
 

   
 

，当
5 π

0 ,
6

x
 

  
 

时且 0t  ，
π π 5 π t π

2 ,
6 6 3 6

tx
 

    
 

， 

因为函数  g x 在
5 π

0 ,
6

 
 
 

上有且只有两个极值点，所以
5 π t π

π 2 π
3 6

   ，解得
7 1 3

1 0 1 0
t  ，即 t 的最大值为

1 3

1 0
，故④

正确；故选：C 

26．（2023·天津和平·耀华中学校考一模）已知函数   s in ( )( 0 , )
2

f x w x w


     的最小正周期为 ，其图象关于

直线
6

x


 对称．给出下面四个结论：①将  f x 的图象向右平移
6


个单位长度后得到函数图象关于原点对称；②点

5
( , 0 )

1 2


为  f x 图象的一个对称中心；③

1
( )

4 2
f


 ；④  f x 在区间[0 , ]

6


上单调递增．其中正确的结论为（    ） 
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A．①② B．②③ C．②④ D．①④ 

【答案】C 

【解析】根据题设条件，结合三角函数的性质，求得函数的解析式   s in ( 2 )
6

f x x


  ，再结合三角函数的图象变换

和三角函数的性质，逐项判定，即可求解. 

【详解】因为函数   s in ( )f x w x   的最小正周期为 ，其图象关于直线
6

x


 对称， 

所以

2

,
6 2

w

w k k Z




 
 







    


 ，解得

2

,
6

w

k k Z


 





  


， 

因为
2


  ，所以

6


  ，因此   s in ( 2 )

6
f x x


  ， 

①将   s in ( 2 )
6

f x x


  的图象向右平移
6


个单位长度后函数解析式为   s in ( 2 )

6
f x x


  ， 

由 2 ,
6

x k k


    Z ，得 ,
1 2 2

k
x k Z

 
   ，所以其对称中心为： ( , 0 ) ,

1 2 2

k
k Z

 
  ，故①错； 

②由 2 ,
6

x k k Z


   ，解得
1 2 2

k
x

 
   ，即函数  f x 的对称中心为 ( , 0 ) ,

1 2 2

k
k Z

 
   ；令

5

1 2 2 1 2

k  
   ，则

1k  ，故②正确；③由
3

( ) s in ( ) c o s
4 2 6 6 2

f
   

    ，故③错； 

④由 2 2 2 ,
2 6 2

k x k k Z
  

        ，得
2

,
3 6

k x k k Z
 

       ， 

即函数  f x 的增区间为
2

[ , ] ,
3 6

k k k Z
 

     ，因此  f x 在区间[0 , ]
6


上单调递增，故④正确.故选：C. 

【点睛】本题主要考查了三角函数的图象与性质的综合应用，其中解答中熟记三角函数的图象与性质，准确运算是

解答的关键，着重考查推理与运算能力. 

27．（2023·天津·统考二模）若函数    
π

2 s in 0
6

f x x 
 

   
 

在区间
π π

,
6 6

 


 
 

上具有单调性，则 的最大值是（    ） 

A．1  B． 2  C．3  D． 4  

【答案】B【分析】由 x 的范围确定
π

6
x  的范围，分别讨论  f x 单调递增和单调递减的情况，根据正弦型函数单

调性的判断方法可构造不等式组求得 的范围，进而确定最大值. 

【详解】当
π π

,
6 6

x
 

 
 
 

时，
π π π π π

,
6 6 6 6 6

x  
 

    
 
 

；若  f x 在
π π

,
6 6

 


 
 

上单调递增，则

 

π π π
2 π

6 6 2

π π π
2 π

6 6 2

k

k

k






    




   


Z ，解得：  
4 1 2

2 1 2

k
k

k





 


 

Z ，又 0  ， 若不等式组有解，则
4 1 2 0

2 1 2 0

k

k

 


 

 

解得：
1 1

6 3
k   ， 0k  ，则 0 2  ； 

若  f x 在
π π

,
6 6

 


 
 

上单调递减，则  

π π π
2 π

6 6 2

π π 3 π
2 π

6 6 2

k

k

k






   




   


Z ， 
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解得：
2 1 2

8 1 2

k

k





  


 

，又 0  ， 若不等式组有解，则
2 1 2 0

8 1 2 0

k

k

  


 

， 

解得：
2 1

3 6
k    ，与 k  Z 矛盾， ( )f x\ 在

π π
,

6 6

 


 
 

上单调递减不成立； 

综上所述：  0 , 2  ，则 的最大值为 2 .故选：B. 

28．（2023·天津南开·统考二模）已知函数  
π

2 s in 2 1
3

f x x
 

   
 

，给出下列结论： 

①    πf x f x  ；②将  f x 的图象向左平移
π

6
个单位长度后，得到的函数图象关于原点对称； 

③若 1 2

5 π
0

1 2
x x   ，则    1 2

f x f x ；④对 1 2 3

π π
, , ,

3 2
x x x

 
 

 
 

，有      1 3 2
f x f x f x  成立. 

其中正确结论的个数为（    ）A．1 B．2 C．3 D．4 

【答案】C【分析】由函数周期性判断①，由对称性判断②，由单调性判断③，取 1 3
,x x 为已知区间内两个最小值点，

2
x 为最大值点，验证不等式成立，然后可判断④．【详解】易知函数 ( )f x 的最小正周期是

2 π
π

2
T   ，①正确； 

将  f x 的图象向左平移
π

6
个单位长度后，得到的图象的函数解析式是

π π
2 s in [ 2 ( ) ] 1 2 s in 2 1

6 3
y x x      ，图象关

于点(0,1)对称，不关于原点对称，②错； 

5 π
(0 , )

1 2
x  时，

π π π
2 ( , )

3 3 2
x    ，因此 ( )f x 在

5 π
( 0 , )

1 2
上单调递增，③正确； 

π π
[ , ]

3 2
x  时，

π π 2 π
2 [ , ]

3 3 3
x   ，因此

π

3
x  或

π

2
时， ( )f x 取得最小值 3 1 ，

5π

1 2
x  时， ( )f x 取得最大值 3，取

1 3 2

π π 5 π
, ,

3 2 1 2
x x x   ，则 1 3 2

( ) ( ) ( )f x f x f x  成立，因此 1 2 3

π π
, , ,

3 2
x x x

 
 

 
 

，有      1 3 2
f x f x f x  成立，④正

确，共有 3 个命题正确．故选：C． 

29．（2023·天津红桥·统考二模）设函数    s in co s 0f x x x     的最小正周期为 ，将  y f x 的图象向左平

移
8


个单位得函数 ( )y g x= 的图象，则 

A．   0
2

g x
 

 
 

在 ， 上单调递减 B．  
3

4 4
g x




 
 
 

在 ， 上单调递减 

C．   0
2

g x
 

 
 

在 ， 上单调递增 D．  
3

4 4
g x




 
 
 

在 ， 上单调递增 

【答案】A【详解】 ，则 ，解得 ，即

； 

 y f x 的图象向左平移
8


个单位得函数 的图象； 

当 时， ，所以   0
2

g x
 

 
 

在 ， 上单调递减. 

30．（2023·天津·校联考二模）已知函数
π

( ) 2 c o s s in 1
6

f x x x
 

   
 

，则下列说法正确的个数是（    ） 
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① ( )f x 的最小正周期为 π ；② ( )f x 图象的对称中心为
π 1

π ,
1 2 2

k
 
   

 
， Zk  ；③ ( )f x 在区间

π π
,

3 6

 


 
 

上单调递增；

④将 ( )f x 的图象向右平移
π

1 2
个单位长度后，可得到一个奇函数的图象. 

A．1 B．2 C．3 D．4 

【答案】B 

【分析】先化简为
π 1

( ) s in 2
6 2

f x x
 

   
 

，利用周期公式可判断①；令
π

2 π , Z
6

x k k   ，求解可判断②；由

π π
,

3 6
x

 
 

 
 

可得
π π π

2 [ , ]
6 2 2

x    ，从而得到单调性即可判断③；求得平移后的解析式为  
1

s in 2
2

g x x  ，利用奇函

数的定义可判断④. 

【详解】

π 3 1
( ) 2 c o s s in 1 2 c o s s in c o s 1

6 2 2
 f x x x x x x

  
           

   

2 3 1 1
3 s in c o s c o s 1 s in 2 c o s 2

2 2 2
x x x x x       

π π 1 π 1
s in 2 c o s c o s 2 s in s in 2

6 6 2 6 2
x x x

 
        

 
 

对于①，
2 π

π
2

T   ，所以 ( )f x 的最小正周期为 π ，①对； 

对于②，令
π

2 π , Z
6

x k k   ，所以
π

, Z
21 2

πk
x k    ，②错； 

对于③， ],
π π π π π

, 2 [ ,
3 6 6 2 2

x x
 

    
 
 

，而 s iny t 在
π π

[ , ]
2 2

 上单调递增， 

所以 ( )f x 在区间
π π

,
3 6

 


 
 

上单调递增，③对； 

对于④，将 ( )f x 的图象向右平移
π

1 2
个单位长度后得到的函数解析式为  

π π 1 1
s in 2 s in 2

1 2 6 2 2
g x x x

  
       

  

， 

而  ( )g x g x   ，所以  g x 不是奇函数，④错.故选：B 

31．（2023·天津和平·统考二模）函数    
π

2 s in 0 , 0
2

f x x   
 

     
 

的部分图象如图所示，

   1 2

3

2
f x f x   ，则下列四个选项中正确的个数为（    ） 

 

①  2 1

π 3
c o s

6 4
x x

 
 

 
 

 

②函数  y f x 在 2 , 5 上单调递减； 

③函数  y f x 在 3, 6 上的值域为 1,1 ； 

④曲线  y f x 在 = 1x  处的切线斜率为 3 ． 

A．0 个 B．1 个 C．2 个 D．3 个 

【答案】B【分析】根据图像求  y f x 的解析式，对于①②③：结合正弦函数的性质分析运算；对于④：结合导
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数的几何意义运算求解. 

【详解】由图可知：函数  y f x 过点  0 ,1 ，则  0 2 s in 1f   ， 

即
1

s in
2

  ，且
π

0
2

  ，可得
π

6
  ，又因为函数  y f x 过点

5
, 0

2

 
 
 

，且为减区间的零点， 

则
5 5 π

2 s in 0
2 2 6

f 
   

     
   

，即
5 π

s in 0
2 6


 
  

 
，则

5 π
2 π π ,

2 6
k k     Z ，解得

 1 2 5 π
,

1 5

k
k


  Z ， 

注意到

5

4 2

5

2 2

T

T







 


，即5 10T  ，则

2 π
5 10

0






 






，解得
π 2 π

5 5
  ，故

 12 5 ππ 2 π

5 15 5

k 
  ，解得 0k  ，此时

π

3
  ， 

所以  
π π

2 s in
3 6

f x x
 

  
 

. 

对于①：令
π π π

π ,
3 6 2

x k k    Z ，解得 3 2 ,x k k   Z ，取 0k  ，则 2x   ， 

即函数  y f x 在 y 轴左侧离 y 轴最近的对称轴为 2x   ，由图可得 1 2
4x x   ，即 2 1

4x x   ， 

且  1 1

π π 3
2 s in

3 6 2
f x x

 
    

 
，即 1

π π 3
s in

3 6 4
x

 
   

 
， 

所以    2 1 1 1 1

π π π 2 π π 2 π
c o s c o s 4 2 c o s c o s

6 6 3 3 3 3
x x x x x

        
               

        

 

1 1

π π π π π 3
c o s s in

3 6 2 3 6 4
x x

    
          

    

， 

故①正确； 

对于②：因为  2 , 5x  ，则
π π 5 π 1 1π

,
3 6 6 6

x
 

 
 
 

， 

且 s iny x 在
5 π 1 1π

,
6 6

 

 
 

不单调，所以  y f x 在  2 , 5 上不单调， 

故②错误； 

对于③：因为  3, 6x  ，则
π π 7 π 1 3 π

,
3 6 6 6

x
 

 
 
 

，
π π 1

s in 1,
3 6 2

x
   

     
   

， 

可得    2 ,1f x   ，所以函数  y f x 在 3, 6 上的值域为  2 ,1 ， 

故③错误；对于④：∵  
2 π π π

c o s
3 3 6

f x x
 

   
 

， 

可得  
2 π π π 2 π π 2 π 3 3 π

1 c o s c o s
3 3 6 3 6 3 2 3

f
   

            
   

，曲线  y f x 在 = 1x  处的切线斜率为
3 π

3
，故④错

误；故选：B. 

【点睛】方法定睛：函数 y＝Asin(ωx＋φ)的解析式的确定 

（1）A 由最值确定，A＝
1

(
2

最大值 最小值 ) ；（2）ω由周期确定；（3）φ由图象上的特殊点确定． 

提醒：根据“五点法”中的零点求 φ时，一般先根据图象的升降分清零点的类型． 
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32．（2023·天津河东·统考二模）已知函数 ( ) s in 3 co s ( 0 )f x x x     的图像与 x 轴的两个相邻交点的距离等于
2


，

若将函数 ( )y f x 的图像向左平移
6


个单位得到函数 ( )y g x 的图像，则 ( )y g x 是减函数的区间为． 

A． , 0
3





 
 

 B． 0 ,
3

 
 
 

 C． ,
4 4

  
 

 
 D． ,

4 3

  
 
 

 

【答案】D【解析】先化简函数得 f (x )= 2 s in (ω x )
3


 ，再由图象与 x  轴的两个相邻交点的距离等于

π

2 2

T
 得T  ，

ω = 2 ， f (x )= 2 s in (2 x )
3


 ，再写出平移后的 g (x ) ，求出单调递减区间判断即可. 

【详解】解： f (x )= s in ω x 3 c o sω x = 2 s in (ω x )
3


   

因为图象与 x  轴的两个相邻交点的距离等于
π

2 2

T
 所以T  ，ω = 2 所以 f (x )= 2 s in (2 x )

3


  

所以
π

g (x )= 2 s in [2 (x + ) ] 2 s in 2 x
6 3


  由

π 3 π
+ k π 2 x + k π

2 2
  得  

π 3 π
+ 2 x +

4 2 4 2

k k
k Z

 
    

所以 y= g (x ) 是减函数的区间为  
π 3 π

+ , +
4 2 4 2

k k
k Z

  


 
 

分析选项只有 D 符合故选 D. 

33．（2023·天津河西·统考二模）已知函数   s in 2 3 c o s 2f x x x  ，则下列结论中正确个数为（    ） 

①函数
π

1 2
y f x

 
  

 
为偶函数②函数  y f x 的最小正周期为 π  

③函数  y f x 在区间
π π

,
4 4

 


 
 

上的最大值为 1④函数  y f x 的单调递增区间为  
π 5 π

π , π Z
1 2 1 2

k k k
 

  
 
 

 

A．1 个 B．2 个 C．3 个 D．4 个 

【答案】C【分析】化简得到  
π

2 s in 2
3

f x x
 

  
 

，根据三角函数的奇偶性，单调性和值域得到①③④正确，确定

 
π

2
f x f x
 

  
 

得到②错误，得到答案.【详解】  
π

s in 2 3 c o s 2 2 s in 2
3

f x x x x
 

    
 

， 

对①：
π π π

2 s in 2 2 s in 2 c o s 2
6 21 2 3

π
xy xf x x

   
        



 
   

    
，为偶函数，正确； 

对②：  
π π π π

2 s in 2 π 2 s in 2 2 s in 2
2 3 3 3

f x x x x f x
       

                
       

， 

故
π

2
是  y f x 的周期，错误；对③：

π π
,

4 4
x

 
 

 
 

，则
π 5 π π

2 ,
3 6 6

x
 

  
 
 

，函数的最大值为
π

2 s in 1
6

 ，正确； 

对④：取
π π π

2 π 2 2 π , Z
2 3 2

k x k k      ，解得
π 5 π

π π , Z
1 2 1 2

k x k k     ，故函数的单调递增区间为

 
π 5 π

π , π Z
1 2 1 2

k k k
 

  
 
 

，正确.故选：C 

34．（2023 春·天津和平·高三天津一中校考阶段练习）已知函数

   
π

s in 0 |
2

|f x A x   
 

    
 

， 的部分图象如图所示，则下列说法中正确的

是（    ） 
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A．
π

8
  B．  f x 的图象关于点

2 π
, 0

3

 
 
 

中心对称 

C．若  f x 在区间
7 π

,
2 4

a
 
 

 
上存在最大值，则实数 a 的取值范围为

π
,

1 2

 
  

 
D．  f x 的图象关于直线

π

6
x  对称 

【答案】C【分析】根据图象求得  f x 的解析式，根据三角函数的对称性、最值等知识对选项进行分析，从而确定

正确答案.【详解】由题图知，  f x 的最小正周期
4 π 7 π

π
3 6 1 2

T
 

    
 

，则
2 π

2
π

   ． 

所以    s in 2f x A x   ．将
π

, 0
6

 
 

 
代入得

π
s in 0

3
A 

 
   

 
，则  

π
π Z

3
k k    ，即  

π
π Z

3
k k    ． 

因为
π

2
  ，所以

π

3
  ，将

7 π
, 2

1 2

 
 

 
代入得

7 π π
s in 2

6 3
A

 
   

 
，则 2A  ，所以  

π
2 s in 2

3
f x x

 
  

 
，A 选项错误； 

当
2 π

3
x  时，

2 2π π
2 s in 2 3 0

3 3

π

3
f
   

        
   

， 

所以点
2 π

, 0
3

 
 
 

不是  f x 的图象的一个对称中心，B 选项错误；当
π

6
x  时，

π π π
2 s in 2 3 2

6 6 3
f
   

       
   

， 

所以直线
π

6
x  不是  f x 的图象的一个对称轴，D 选项错误； 

易得  f x 在
7

,
2 4 1 2

π π 
 

 
上单调递增，且

π π π π
2 s in 2 2 s in 2

1 2 1 2 3 2
f
   

       
   

， 

即  f x 在
π

1 2
x  时取得最大值，所以

π

1 2
a  ，即实数 a 的取值范围为

π
,

1 2

 
  

 
，C 正确． 

35．（2023·天津河西·天津市新华中学校考模拟预测）已知  
2 π

2 s in 1( 0 )
3

f x x 
 

    
 

，给出下列结论： 

①若    1 2
1, 1f x f x   ，且 1 2 m in

πx x  ，则 1  ； 

②存在  0 , 2  ，使得  f x 的图像向左平移
π

6
个单位长度后得到的图像关于 y 轴对称； 

③若 1  ，则  f x 在
π π

,
6 4

 


 
 

上单调递增； 

④若  f x 在  0 , π 上恰有 5 个零点，则 的取值范围为
2 9 3 5

,
1 2 1 2

 
 
 

.其中，所有正确结论的个数是（    ） 

A．1 B．2 C．3 D．4 

【答案】B【分析】由二倍角公式可得
2 π

( ) c o s 2
3

f x x
 

   
 

，利用余弦函数的图像和性质判断各结论即可. 

【详解】由题意可得  
2 π 2 π

2 s in 1 c o s 2
3 3

f x x x 
   

        
   

， 

①由    1 2
1, 1f x f x   且 1 2 m in

πx x  可得两相邻对称轴间的距离为 π ，所以
1 2 π

π
2 2 2

T


   ，解得

1

2
  ，错误； 

②  f x 的图像向左平移
π

6
个单位长度得

π 2 π 2 π 4 π
( ) c o s 2 c o s 2

6 3 6
g x x x


 

     
          

    

， 

若 ( )g x 关于 y 轴对称，则
2 π 4 π

(0 ) c o s 1
6

g
  

    
 

，即
2 π 4 π

π , Z
6

k k
 

  ， 

解得 2 3 , Zk k     ，所以当 1  时符合题意，正确； 

③当 1  时
2 π

( ) c o s 2
3

f x x
 

   
 

，所以当
π π

,
6 4

x
 

 
 
 

时 ,
2 π

2
π

3 6

π

3

7
x

 

 






 ， 
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因为 c o s x 在
π

, π
3

 

 
 

上单调递减，在
7 π

π ,
6

 

 
 

上单调递增，所以  f x 在
π π

,
6 6

 


 
 

上单调递增，在
π π

,
6 4

 

 
 

上单调递减，

错误； 

④设
2 π

2
3

t x  ，当  0 , πx  时
2 π 2 π 2 π

2 , 2 π
3 3 3

t x 
 

    
 

，  f x 在  0 , π 上恰有 5 个零点，即 c o sy t  在

2 π 2 π 2 π
2 , 2 π

3 3 3
t x 

 
    

 
上有 5 个零点，则

1 1π 2 π 1 3 π
2 π

2 3 2
   ，解得

2 9 3 5

1 2 1 2
  ，正确；综上②④正确， 

36．（天津市和平区 2022-2023 学年高三上学期期末数学试题）已知函数  
1 3

s in 2 c o s 2
2 2

f x x x   ，  0  ，

且  f x 的最小正周期为 π ，给出下列结论：①函数  f x 在区间
π 7 π

,
2 1 2

 
 
 

单调递减；②函数  f x 关于直线
π

1 2
x  对

称；③把函数 s in 2y x 的图象上所有点向左平移
π

3
个单位长度，可得到函数  y f x 的图象. 

其中所有正确结论的序号是（    ） 

A．①② B．①③ C．②③ D．①②③ 

【答案】A 分析】首先求函数的解析式，再分别采用代入的方法，判断①②，根据函数的平移规律，求平移后的解

析式，判断③.【详解】  
1 3 π

s in 2 c o s 2 s in 2
2 2 3

f x x x x  
 

    
 

，  0  ，周期
2 π

π
2

T


  ，得 1  ， 

所以  
π

s in 2
3

f x x
 

  
 

， 

①当
π 7 π

,
2 1 2

x
 

  
 

时，
π 4 π 3 π

2 ,
3 3 2

x
 

   
 

π 3π
,

2 2

 
 
 

，所以函数  f x 在区间
π 7 π

,
2 1 2

 
 
 

单调递减，故①正确； 

②当
π

1 2
x  时，

π π π
2

1 2 3 2
   ，所以函数  f x 关于直线

π

1 2
x  对称，故②正确 

③函数 s in 2y x 的图象上所有点向左平移
π

3
个单位长度，得函数

π 2 π π
s in 2 s in 2 s in 2

3 3 3
y x x x

     
          

     
，故

③错误.故选：A 

37．（2023 秋·天津南开·高三南开中学校考阶段练习）已知函数    co s 2 2 s in co s Rf x x x x x  ，有下述三个结论： 

①  f x 的最小正周期是 ；②  f x 在区间 ,
6 2

  
 
 

上单调递减； 

③将  f x 的图象上所有点向左平行移动
8


个单位长度后，得到函数   2 s in 2g x x 的图象. 

其中所有正确结论的编号是（    ） 

A．① B．② C．①② D．①②③【答案】C 

【分析】利用三角恒等变换化简函数解析式为   2 s in 2
4

f x x
 

  
 

，利用正弦型函数的周期公式可判断①；利用正

弦型函数的单调性可判断②；利用三角函数图象变换可判断③. 

【详解】因为   s in 2 c o s 2 2 s in 2
4

xf x x x
 

    
 

. 

对于①，函数  f x 的最小正周期是
2

2


 ，①对；对于②，当

6 2
x

 
  时，

7 5
2

1 2 4 4
x

  
   ， 

所以，函数  f x 在区间 ,
6 2

  
 
 

上单调递减，②对； 
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对于③，将  f x 的图象上所有点向左平行移动
8


个单位长度后，得到

  2 s in 2 2 s in 2 2 c o s 2
8 4 2

g x x x x
      

         
    

的图象，③错.故选：C. 

二、双空题(共 0分 

38．（2023·天津和平·统考三模）已知函数   3s in 2 c o s 2 ( 0 )f x x x     ，（i）若 1  ，将函数  f x 沿 x 轴向右

平移
π

0
2

 
 

  
 

个单位后得到一个偶函数，则  ___________；（ii）若  f x 在
π

, π
2

 
 
 

上单调递增，则 的最大

值为___________.【答案】     
π

3
     

1

6
 

【分析】（1）根据三角函数的图象变换求出解析式，再根据偶函数的定义求解； 

（2）根据函数在
π

, π
2

 
 
 

上单调递增，结合函数的周期可得 0 1  ，再根据单调递增列出不等式即可求得 的最大

值. 

【详解】  
π

3s in 2 c o s 2 2 s in ( 2 )
6

f x x x x      ,（i）若 1  ,则  
π

2 s in ( 2 )
6

f x x  , 

向右平移
π

0
2

 
 

  
 

个单位后所得函数为
π

2 s in ( 2 2 )
6

y x    ，因为平移得到一个偶函数，所以

π π
2 π , Z

6 2
k k     ,解得

π π
, Z

6 2

k
k     ，因为

π
0

2
  ，所以当 1k   时，

π

3
  满足题意， 

（ii）若  f x 在
π

, π
2

 
 
 

上单调递增，则函数 ( )f x 的最小正周期
2 π π

2 π
2 2

T


 
   

 
,解得 0 1  ， 

且
π π π π

π , 2 π 2 π , 2 π , Z
6 6 2 2

k k k 
   

         
   

，即

π π
π 2 π

6 2
, Z

π π
2 π 2 π

6 2

k

k

k






   




   


，解得
2 1

2 , Z
3 6

k k k      ， 

又因为 0 1  ，所以当 0k  时，
2 1

3 6
   ，即

1
0

6
  ，所以 的最大值为

1

6
.故答案为: 

π

3
；

1

6
. 

39．（2023 春·天津南开·高三南开中学校考阶段练习）教育部决定自 2020 年起，在部分高校开展基础学科招生改革

试点（也称强基计划）．强基计划主要选拔培养有志于服务国家重大战略需求且综合素质优秀成基础学科拔尖的学

生，强基计划的校考由试点高校自主命题．已知甲、乙两所大学的笔试环节都设有三门考试科目，且每门科目是否

通过相互独立．若某考生报考甲大学，每门科目通过的概率分别为
1 2 1

, ,
3 3 2

该考生报考乙大学，每门科目通过的概率

均为
1

2
，设 A 为件“该考生报考乙大学在笔试环节至少通过二门科目”，事件 A 发生的概率为________，设 X 为该考

生通过甲大学的笔试环节科目数，随机变量 X 的数学期望为________．【答案】     
1

2
     

3

2
 

【分析】（1）先分析出事件 A 包含该考生报考乙大学在笔试环节通过二门科目和通过三门科目，利用独立重复试验

的概率公式求概率；（2）分析出 X 的值可能为 0,1,2,3，分别利用独立重复试验的概率公式求概率，再求分布列即可. 

【详解】（1）事件 A：该考生报考乙大学在笔试环节通过二门科目和通过三门科目， 

所以  

2 3

2 3

3 3

1 1 1 1

2 2 2 2
P A C C

   
     

   

. 
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（2）由题意可得,X 的值可能为 0,1,2,3. 

 
2 1 1 1

0
3 3 2 9

P X      ；  
1 1 1 2 2 1 2 1 1 7

1
3 3 2 3 3 2 3 3 2 1 8

P X            ； 

 
1 2 1 1 1 1 2 2 1 7

3 3 2 3 3 2 3 3 2 1 8
2P X           ；  

1 2 1 1
3

3 3 2 9
P X      . 

即随机变量 X 的数学期望为：
1 7 7 1 3

0 1 2 3
9 1 8 1 8 9 2

E X          . 

40．（2023·天津河西·天津市新华中学校考模拟预测）现有 10 道题，其中 6 道甲类题，4 道乙类题，张同学从中任

取 3 道题解答． 

（1）已知张同学至少取到 1 道乙类题，则他取到的题目不是同一类的概率为__________； 

（2）已知所取的 3 道题中有 2 道甲类题，1 道乙类题．张同学答对每道甲类题的概率都是
3

5
，答对每道乙类题的概

率都是
4

5
，且各题答对与否相互独立．用 X 表示张同学答对题的个数，则 X 的数学期望为__________． 

【答案】     0 .9 6 /
2 4

2 5
     2  

【分析】（1）根据题意，求得事件A ：至少取到 1 到乙类试题的概率
1 0 0

( )
1 2 0

P A  和事件 B ：至少取到 1 到甲类试题

的概率
9 6

( )
1 2 0

P A B  ，结合条件概率的计算公式，即可求解； 

（2）根据题意得到随机变量 X 的所有可能取值为 0 ,1, 2 , 3 ，求得相应的概率，得出分布列，利用期望的公式，即可

求解. 

【详解】（1）解：由题意知有 10 道题，其中 6 道甲类题，4 道乙类题，张同学从中任取 3 道题解答，设事件A ：至

少取到 1 到乙类试题的概率，可得
1 2 2 1 3

4 6 4 6 4

3

1 0

C C C C C 1 0 0
( )

C 1 2 0
P A

 
  ； 

设事件 B ：至少取到 1 到甲类试题的概率，可得
1 2 2 1

4 6 4 6

3

1 0

C C C C 9 6
( )

C 1 2 0
P A B


  ， 

所以取到 1 道乙类题，则取到的题目不是同一类的概率为
( )

( | ) 0 .9 6
( )

P A B
P B A

P A
  . 

（2）解：由题意，随机变量 X 的所有可能取值为 0 ,1, 2 , 3 ， 

可得
0 0 2

2

3 2 4 4
( 0 ) C ( ) (1 ) (1 )

5 5 5 1 2 5
P X         ；

1 0 0 2

2 2

3 2 4 3 2 4 2 8
( 1) C (1 ) (1 ) C ( ) (1 )

5 5 5 5 5 5 1 2 5
P X              ； 

2 2 0 1

2 2

3 2 4 3 2 4 5 7
( 2 ) C ( ) (1 ) (1 ) C (1 )

5 5 5 5 5 5 1 2 5
P X              ；

2 2 0

2

3 2 4 3 6
( 3) C ( ) (1 )

5 5 5 1 2 5
P X        ， 

所以随机变量 X 的分布列为： 

X  0 1 2 3 

( )P X   
4

1 2 5
 

2 8

1 2 5
 

5 7

1 2 5
 

3 6

1 2 5
 

所以数学期望为  
4 2 8 5 7 3 6

0 1 2 3 2
1 2 5 1 2 5 1 2 5 1 2 5

E X          . 
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故答案为：0.96；2. 

41．（2023 春·天津和平·高三天津一中校考阶段练习）用数字 1，2，3，4，5 给 3 名男生和 2 名女生随机地编学号，

则男生和女生的学号都不相邻的编法有_________种（用数字作答）；记随机变量 X Y   ，其中 X，Y 分别为男生、

女生的学号之和，则随机变量 的数学期望 ( )E   _________．【答案】     12     3 

【分析】先考虑男生的编号方法，再考虑女生的编号方法，利用分步乘法计数原理求编法数即可，由条件求出随机

变量 的分布列再由期望公式求其期望.【详解】由已知男生的编号为 1，3，5，女生的编号为 2，4， 

用 1，3，5 给男生编号有
3

3
A 种编号方法，用 2，4 给女生编号有

2

2
A 种编号方法，所以满足条件的编号方法有1 2 种， 

由已知随机变量 的取值有 3, 1,1, 3 , 5 , 7 , 9  ， 

3

5

1 1
( 3)

C 1 0
P      ， 3

5

1 1
( 1)

C 1 0
P      ， 3

5

2 2 1
( 1) =

C 1 0 5
P     ， 

3

5

2 1
( 3) =

C 5
P    ，  

3

5

2 1
5 =

C 5
P    ， 3

5

1 1
( 7 )

C 1 0
P     ， 3

5

1 1
( 9 )

C 1 0
P     ， 

所以    
1 1 1 1 1 1 1

( ) 3 1 1 3 5 7 9 3
1 0 1 0 5 5 5 1 0 1 0

E                   ，故答案为：12；3 

42．（2023·天津北辰·统考三模）有两台车床加工同一型号的零件，第一台车床加工的优秀率为 15%，第二台车床加

工的优秀率为 10%．假定两台车床加工的优秀率互不影响，则两台车床加工零件，同时出现优秀品的概率为

________；若把加工出来的零件混放在一起，已知第一台车床加工的零件数占总数的 60%，第二台车床加工的零件

数占总数的 40%，现任取一个零件，则它是优秀品的概率为________．【答案】     1 .5 %      1 3 %  

【分析】根据独立事件的乘法公式即可求解第一空，根据全概率公式即可求解第二空. 

【详解】由于第一台车床加工的优秀率为 15%，第二台车床加工的优秀率为 10%，所以两台车床加工零件，同时出

现优秀品的概率为1 5 % 1 0 % 1 .5 %    

记 B  “加工的零件为优秀品”， A   “零件为第 1 台车床加工“，A   “零件为第 2 台车床加工“， ( ) 6 0 %P A  ，

( ) 40%P A  ， ( | ) 1 5 %P B A  ， ( | ) 1 0 %P B A  ， 

由全概率公式可得 ( ) ( | ) ( ) ( | )P B P B A P A P B A  60% 15% 40% 10% 13%     ， 

故答案为：1 .5 % ,1 3 %  

43．（2023·天津河西·统考二模）设甲､乙两位同学上学期间，每天 7：30 之前到校的概率均为
2

3
.假定甲､乙两位同学

到校情况互不影响，且任一同学每天到校情况相互独立.用 X 表示甲同学上学期间的三天中 7：30 之前到校的天数，

则随机变量 X 的数学期望为___________；设M 为事件“上学期间的三天中，甲同学在 7：30 之前到校的天数比乙

同学在 7：30 之前到校的天数恰好多 2”，则事件M 发生的概率为___________.【答案】     2     
2 0

2 4 3
 

【分析】由题设知
2

(3, )
3

X B ，根据二项分布的期望公式求期望，应用独立事件乘法公式及互斥事件的加法公式求

M 为事件的概率.【详解】由题意知： {0 ,1, 2 , 3}X  ，且服从
2

(3, )
3

X B ， 

∴
2

( ) 3 2
3

E X n p    . 
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甲同学在 7：30 之前到校的天数比乙同学在 7：30 之前到校的天数恰好多 2 的基本事件有{甲 3 天乙 1 天，甲 2 天

乙 0 天}，又
0 3 0

3

1 2 1
( 0 ) ( ) ( )

3 3 2 7
P X C   ，

1 2 1

3

1 2 6
( 1) ( ) ( )

3 3 2 7
P X C   ，

2 1 2

3

1 2 1 2
( 2 ) ( ) ( )

3 3 2 7
P X C   ，

3 0 3

3

1 2 8
( 3 ) ( ) ( )

3 3 2 7
P X C   ，∴

8 6 1 2 1 2 0

2 7 2 7 2 7 2 7 2 4 3
P      .故答案为：2，

2 0

2 4 3
. 

44．（2023·天津和平·统考二模）在学校大课间体育活动中，甲､乙两位同学进行定点投篮比赛，每局比赛甲､乙每人

各投篮一次，若一方命中且另一方末命中，则命中的一方本局比赛获胜，否则为平局．已知甲､乙每次投篮命中的

概率分别为
4

5
和

3

4
，且每局比赛甲､乙命中与否互不影响，各局比赛也互不影响．则进行 1 局投篮比赛，甲､乙平局

的概率为__________；设共进行了 10 局投篮比赛，其中甲获胜的局数为 X ，求 X 的数学期望  E X  __________． 

【答案】     
1 3

2 0
/ 0 .6 5      2  

【分析】第一空，考虑两人平局情况，根据相互独立事件的乘法公式，即可求得答案；第二空，求出甲每局获胜的

概率，确定甲获胜的局数
1

(1 0 , )
5

X B ，根据二项分布的期望公式即可求得答案. 

【详解】由题意知甲､乙每次投篮命中的概率分别为
4

5
和

3

4
， 

则甲､乙平局的情况为两人都投中或都不中，故平局概率为
4 3 4 3 1 3

(1 )(1 )
5 4 5 4 2 0
     ；甲每局获胜的概率为

4 3 1
(1 )

5 4 5
   ，故共进行了 10 局投篮比赛，其中甲获胜的局数为 X ，则

1
(1 0 , )

5
X B ，故  

1
1 0 2

5
E X    ， 

45．（2023·天津·校联考二模）如图，用 K、 1
A 、 2

A 三类不同的元件连接成一个系统.当 K 正常工作且 1
A 、 2

A 至少有

一个正常工时，系统正常工作，已知 K、 1
A 、 2

A 正常工作的概率依次为
3

4
，

2

3
，

2

3
，则系统正常工作的概率为______，

在系统能够正常工作的前提下，只有 K 和 1
A 正常工作的概率为______. 

 

【答案】     
2

3
     

1

4
/0.25 

【分析】根据概率乘法公式可求解空 1,根据条件概率的计算公式即可求解空 2. 

【详解】记“系统正常工作”为事件A ,则概率为  P A 
1

2

3 2 1 3 2 2 2
C

4 3 3 4 3 3 3
创 ? 创 = , 

“K 和 1
A 正常工作”为事件 A B ,则概率为  P A B 

3 2 1 1

4 3 3 6
创 = , 

在系统能够正常工作的前提下，只有 K 和 1
A 正常工作的概率为  

 

 

1

16

2 4

3

P A B
P B A

P A
   , 

46．（2023·天津红桥·统考二模）随着我国经济发展越来越好，外出旅游的人越来越多，现有两位游客慕名来天津旅

游，他们分别从“天津之眼摩天轮、五大道风景区、古文化街、意式风情街、海河观光游船、盘山风景区”这 6 个景

点中随机选择 1 个景点游玩，记事件A 为“两位游客中至少有一人选择天津之眼摩天轮”，事件 B 为“两位游客选择的
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景点不同”，则 ( )P A  ________， ( )P B A ∣ ________.【答案】     
1 1

3 6
     

1 0

1 1
 

【详解】由题意，两位游客从 6 个景点中随机选择 1 个景点游玩，每人都有 6 种不同的选法，故共有 6 6 3 6  (种)

不同的选法. 

两人都不选择天津之眼摩天轮的方法有5 5 2 5  (种)， 

故两位游客中至少有一人选择天津之眼摩天轮的方法共有3 6 2 5 1 1   (种)， 

所以故两位游客中至少有一人选择天津之眼摩天轮的概率
1 1

( )
3 6

P A . 

AB 表示两位游客中至少有一人选择天津之眼摩天轮，且两位游客选择的景点不同，即一人选择天津之眼摩天轮，

另一人选择其它景点，共有
1 1

2 5
A A 1 0  (种)选法，故

1 0 5
( )

3 6 1 8
P A B   ，所以

5

( ) 1 01 8

1 1( 1
( )

) 1

3 6

∣  
P A B

P A
P B A . 

47．（2023·天津南开·统考二模）一个盒子中装有 5 个电子产品，其中有 3 个一等品，2 个二等品，从中每次抽取 1

个产品.若抽取后不再放回，则抽取三次，第三次才取得一等品的概率为______；若抽取后再放回，共抽取 10 次，

则平均取得一等品______次. 

【答案】     0.1/
1

1 0
     6  

【分析】由全概率公式即可求出抽取三次，第三次才取得一等品的概率；设 X 为抽取一等品的次数，抽取一等品的

概率为
3

5
，则

3
1 0 ,

5
X

 
  
 

，求出  E X ，即可得出答案. 

【详解】令 i
A 为第  1, 2 , 3i i  次取得一等品，所以抽取三次，第三次才取得一等品的概率为: 

       1 2 3 1 2 1 3 1 2

2 1 3 1

5 4 3 1 0
P A A A P A P A A P A A A     ， 

若抽取后再放回，则设 X 为抽取一等品的次数，抽取一等品的概率为
3

5
，则

3
1 0 ,

5
X

 
  
 

，  
3

1 0 6
5

E X    . 

所以平均取得一等品 6 次.故答案为：
1

1 0
；6. 

48．（2023·天津·统考二模）某篮球队对队员进行考核，规则是①每人进行 5 个轮次的投篮；②每个轮次每人投篮 2

次，若至少投中 1 次，则本轮通过，否则不通过.已知队员甲投篮 1 次投中的概率为 0.6，如果甲各次投篮投中与否

互不影响，那么甲第一轮通过的概率为________；甲 5 个轮次通过的次数 X 的期望是_____________. 

【答案】     0 .8 4 /
2 1

2 5
     4 . 2/

2 1

5
 

【详解】 
i

A “第 i 次投中”， 1, 2i  ， 

则甲第一轮通过的概率为 1 2 1 2
1 ( ) 1 ( ) ( ) 1 0 .4 0 .4 0 .8 4P P A A P A P A        . 

X 的可能取值为 0 ,1, 2 , 3 , 4 , 5 ， X 服从二项分布 ~ (5 , 0 .8 4 )X B ， 

则甲 5 个轮次通过的次数 X 的期望是 ( ) 5 0 .8 4 4 .2E X    .故答案为： 0 .8 4 ； 4 .2 . 

49．（2023·天津和平·统考三模）有 3 台车床加工同一型号的零件，第 1 台加工的次品率为 6%，第 2，3 台加工的次
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品率均为 5%；加工出来的零件混放在一起，且第 1，2，3 台车床加工的零件数分别占总数的 25%，30%，45%.现

从加工出来的零件中任取一个零件，则取到的零件是次品的概率为______，取到的零件是次品，且是第 3 台车床加

工的概率为______.【答案】     0.0525     
3

7
 

【分析】首先用数学语言表示已知条件，设 B＝“任取一个零件为次品”，Ai＝“零件为第 i台车床加工”(i＝1，2，3)，

则 Ω＝A1∪A2∪A3，A1，A2，A3两两互斥．P(A1)＝0.25，P(A2)＝0.3，P(A3)＝0.45，P(B|A1)＝0.06，P(B|A2)＝P(B|A3)

＝0.05.由条件概率公式计算 ( )P B ；由条件概率公式 3

3
( )

( | )
( )

P A B
P A B

P B
 计算． 

【详解】设 B＝“任取一个零件为次品”，Ai＝“零件为第 i台车床加工”(i＝1，2，3)，则 Ω＝A1∪A2∪A3，A1，A2，

A3两两互斥．根据题意得 P(A1)＝0.25，P(A2)＝0.3，P(A3)＝0.45，P(B|A1)＝0.06，P(B|A2)＝P(B|A3)＝0.05. 

由全概率公式， 

得 P(B)＝P(A1)P(B|A1)＋P(A2)P(B|A2)＋P(A3)P(B|A3)＝0.25×0.06＋0.3×0.05＋0.45×0.05＝0.0525. 

 “如果取到的零件是次品，计算它是第 i(i＝1，2，3)台车床加工的概率”， 

就是计算在 B 发生的条件下，事件 Ai 发生的概率． 

3

3
( )

( | )
( )

P A B
P A B

P B
 ＝

3 3
( ) ( | )

( )

P A P B A

P B
＝

0 .4 5 0 .0 5

0 .0 5 2 5


＝

3

7
.故答案为：0.0525；

3

7
 

三、填空题(共 0分 

50．（2023·天津南开·南开中学校考模拟预测）在临床上，经常用某种试验来诊断试验者是否患有某种癌症，设 A  “试

验结果为阳性”， B  “试验者患有此癌症”，据临床统计显示   0 .9 9P A B  ，   0 .9 8P A B  ．已知某地人群中患有

此种癌症的概率为 0 .0 0 1 ，现从该人群中随机抽在了 1 人，其试验结果是阳性，则此人患有此种癌症的概率为

_____________．【答案】
1 1

2 3 3
 

【分析】根据已知得出  P A B ，  P B 与  P B ，再由条件概率公式与全概率公式计算得出结果. 

【详解】由题意可得： 

   1 0 .0 2P A B P A B   ，   0 .0 0 1P B  ，   0 .9 9 9P B  ， 

 
 

 

   

   

   

       

P A B P B P A B P BP A B
P B A

P A P A B P A B P A B P B P A B P B

   
 

， 

0 .9 9 0 .0 0 1 9 9 1 1

0 .9 9 0 .0 0 1 0 .0 2 0 .9 9 9 2 0 9 7 2 3 3


  

  
，故答案为：

1 1

2 3 3
. 

51．（2023·天津和平·耀华中学校考一模）高三年级某 8 位同学的体重分别为 90，100，110，120，140，150，150，

160（单位： k g ），现在从中任选 3 位同学去参加拔河，则选中的同学中最大的体重恰好为这组数据的第 70 百分位

数的概率是__________．【答案】
2 5

5 6
 

【分析】利用第 p 百分位数的定义及求法得到第 70 百分位数，根据古典概型的概率计算公式，组合数公式计算可

得概率.详解】因为8 7 0 % 5 .6  ， 

  第 70 百分位数是第六个数，即 150 ， 



试卷第 26 页，共 33 页 

  事件 A  “选中的同学中最大体重恰好为这组数据的第 70 百分位数”的概率
1 2 2 1

2 5 2 5

3

8

C C C C 2 5
( ) .

C 5 6
P A


   

52．（2023·天津南开·南开中学校考模拟预测）已知函数    
π

s in 0 ,
2

f x A x   
 

    
 

，  
π

6
f x f

 
  

 
，

 
4 π

0
3

f x f x
 

   
 

，  f x 在
π π

,
3 6 6

 
 
 

上单调，则正整数 的最大值为____________． 

【答案】7【分析】根据  
π

6
f x f

 
  

 
可知直线

π

6
x  为  f x 图象的对称轴，根据  

4 π
0

3
f x f x

 
   

 
可得  f x 的

对称中心为
2 π

, 0
3

 
 
 

，结合三角函数的周期性可得 2 1,k k    N ，再根据  f x 在
π π

,
3 6 6

 
 
 

上单调，可得
3 6

0
5

  ，

当 取到最大值 7 时，求解φ ，检验在
π π

,
3 6 6

 
 
 

上单调性看是否满足，即可得答案. 

【详解】  
π

6
f x f

 
  

 
，∴直线

π

6
x  为  f x 图象的对称轴，

4 π
( ) 0

3
f x f x

 
   

 
， ( )f x 的对称中心为

2 π
, 0

3

 
 
 

， 

1 2 2 π π π
,

4 3 6 2

k
T k


     N ，

2 π 2 π
,

2 1
T k

k 
   


N ， 2 1,k k    N ． 

又 ( )f x 在
π π

,
3 6 6

 
 
 

上单调，
π π 5 π

2 6 3 6 3 6

T
    ．

2 π 5 π

1 8
T


   ，

3 6
0

5
   ，又 2 1,k k    N ， 

∴当 7  时，  ( ) s in 7f x A x   ，因为直线
π

6
x  为  f x 图象的对称轴，所以

π π
7 φ π

6 2
k    ， Zk  ， 

解得
2 π

φ π
3

k   ， Zk  ，又
π

| |
2

  ，所以
π

3
  ，则

π
( ) s in 7

3
f x A x

 
  

 
， 

当
π π

,
3 6 6

x
 

  
 

时，
π 1 9 π 3 π

7 ,
3 3 6 2

x
 

   
 

，则  f x 在
π π

,
3 6 6

 
 
 

上单调， 

则正整数 的最大值为 7． 

53．（2023 春·天津南开·高三南开中学校考阶段练习）设复数 z 满足  1 2 3 4i z i   （ i 为虚数单位），则 z 的值为

__________．【答案】 5 .          

详解：因为  1 2 3 4i z i   ，所以
3 4

1 2

i
z

i





=
   

   

3 4 1 2

1 2 1 2

i i

i i

 

 
= 1 2 i  ，所以 5z   

54．（2023·天津南开·南开中学校考模拟预测）若复数 z 满足  i i 3z    ，则 z  ______.【答案】2 

【详解】由题知，  i i 3z    ，所以
3 3i

i= i= 2 i
i 1

z
 

  


，所以 2z  .故答案为：2 

55．（2023·天津河西·天津市新华中学校考模拟预测）已知 a ，b  R ，且
2 0 2 3 1 2 i

2 3i
i

b

a


 


，其中 i 为虚数单位，则 ia b

的值为__________．【答案】 2 5  

【分析】化简已知等式，利用复数相等联立方程组，进而可得结果．【详解】解： 2 0 2 3 4 5 0 5 3
i i i

 
   ， 
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则由
2 0 2 3 1 2 i

2 3i
i

b

a


 


，得    2 3i i 1 2 ia b    ，即    2 3 2 3 i 1 2 ia a b     ，所以

2 3 1

2 3 2

a

a b

 


  

，解得
2

4

a

b




 

， 

所以 2 2
i 2 5a b a b    ．答案为： 2 5 ． 

56．（2023 春·天津和平·高三天津一中校考阶段练习）若    i 1 1 2z   ，则 | 1 |z   _______．【答案】 1 0  

【分析】根据复数的除法运算求出复数 z，可得 2 iz   ，再根据复数模的计算即可得答案. 

【详解】由    i 1 1 2z   可得
2 2 (1 i )

1 1 2 i
i 1 2

z


     


，故 2 iz   ，则 2 2
| 1 | | 3 i | 3 1 1 0z       ， 

57．（2023·天津和平·耀华中学校考一模）若 1 iz   ，则 i 3z z  __________.【答案】 2 2  

【分析】先求出 i 3 2 2 iz z   ，再利用复数的模长公式求解即可. 

【详解】 1 iz   ， 2
i 3 i i 3 (1 i ) i 1 3 3i 2 2 iz z          

2 2
i 3 2 ( 2 ) 2 2z z      故答案为： 2 2  

58．（2023·天津北辰·统考三模）已知 i 是虚数单位，复数
7

3 4

i

i




的虚部为________.【答案】 1  

【解析】利用复数的除法运算求解.详解】因为
   

   

7 3 47
1

3 4 3 4 3 4

i ii
i

i i i

 
  

  
，所以其虚部为-1，故答案为： 1  

59．（2023·天津河西·统考二模）若复数 z 满足  3 4 4 3i z i   ，则 z 的虚部为______.【答案】
4

5
. 

【解析】根据复数的除法与模长公式求解 z 再得出虚部即可. 

【详解】由题
 

   

 2 2
5 3 4 5 3 44 3 3 4

3 4 3 4 3 4 2 5 5 5

i i
z i

i i i

 
    

  
.故虚部为

4

5
.故答案为：

4

5
 

60．（2023·天津和平·统考二模）复数 z 满足  1 i 3 i  z ，则 z  __________． 

【答案】1 i / 1i   

【详解】因为复数 z 满足  1 i 3 i  z ，所以
3 i 2

1 i
1 i 1 i

z



   
 

，故答案为：1 i . 

61．（2023·天津·校联考二模）i 为虚数单位，复数
1 i

i
1 2 i

z


 


，复数 z的共轭复数为 z ，则 z 的虚部为______.【答

案】
2

5
/ 0 .4 【分析】先化简得

1 2 i

5 5
z    ，即得复数 z 和它的虚部. 

【详解】由题得
1 i (1 i )(1 2 i ) 1 3i 1 2 i

i i i
1 2 (1 2 i )(1 2 i ) 5 5 5

z
i

    
        

  
， 

所以
1 2 i

5 5
z    .所以 z 的虚部为

2

5
.故答案为：

2

5
. 

62．（2023·天津红桥·统考二模）若 i 是虚数单位，则复数
1 i

1 i





______.【答案】 i  

【分析】直接根据复数的除法运算即可得解.【详解】解：
   

   

1 i 1 i1 i
i

1 i 1 i 1 i

 
 

  
.故答案为： i . 

63．（2023·天津南开·统考二模） i 是虚数单位，复数
2 5 i

3 4 i




的虚部为______.【答案】 3  
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【分析】直接根据复数的除法运算以及复数虚部的概念即可得到答案.【详解】

 

   

 2 5i 3 4 i 2 5i 3 4 i2 5i
4 3i

3 4 i 3 4 i 3 4 i 2 5

   
    

  
，故其虚部为 3 ，故答案为： 3 . 

64．（2023·天津·统考二模） i 是虚数单位，复数
3 i

2 i





_______________.【答案】1 i / 1i   

【详解】复数
3 i (3 i )( 2 i ) 5 5 i

1 i
2 i 5 5

   
   


，答案为：1 i  

65．（2023·天津和平·统考三模）已知圆C 的圆心与点 P ( 2 ,1) 关于直线 对称，直线 与圆C

相交于A 、 B 两点，且 6A B  ，则圆C 的方程为______．【答案】  

【详解】设圆心坐标 C(a，b) 

∵圆心与 P 关于直线 y=x+1 对称∴直线 CP 与 y=x+1 垂直∵y=x+1 的斜率为 1 

∴直线 CP 的斜率为-1∴ 化简得：a+b+1=0 ① 

∵CP 的中点在直线 y=x+1 上∴ 化简得：a-b-1=0  ②联立①②得到：a=0，b=-1 

∴圆心的坐标为：(0，-1)∵圆心 C 到直线 AB 的距离 d= ,  

∴根据勾股定理得到半径 =18∴圆的方程为 . 

66．（2023·天津北辰·统考三模）直线 l 经过点  2 , 3P  ，与圆 2 2
: 2 2 1 4 0C x y x y     相交截得的弦长为 2 7 ，则

直线 l 的方程为________．【答案】5 1 2 4 6 0x y   或 2x   

【详解】圆 2 2
: 2 2 1 4 0C x y x y     ，即    

2 2

1 1 1 6x y    ，圆心为  1, 1C   ，半径 4r  ， 

因为直线与圆相交截得的弦长为 2 7 ， 

所以圆心到直线的距离  
2

2
4 7 3d    ， 

若直线的斜率不存在，此时直线方程为 2x  ，满足圆心  1, 1C   到直线 2x  的距离为3 ，符合题意； 

若直线的斜率存在，设斜率为 k ，则直线方程为  3 2y k x   ，即 2 3 0k x y k    ， 

则
 

22

1 2 3
3

1

k k
d

k

   
 

 
，解得

5

1 2
k  ，所以直线方程为  

5
3 2

1 2
y x   ，即5 1 2 4 6 0x y   ， 

综上可得直线方程为5 1 2 4 6 0x y   或 2x  .故答案为：5 1 2 4 6 0x y   或 2x   

67．（2023·天津·统考二模）经过点      0 , 0 , 0 , 4 , 3, 3 的圆的方程为___________. 

【答案】 2 2
2 4 0x y x y     

【分析】设圆的一般方程为 2 2
0x y D x E y F     ，代入点坐标，待定系数求解即可. 
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【详解】设圆的一般方程为，代入点      0 , 0 , 0 , 4 , 3, 3 可得： 

0

1 6 4 0

1 8 3 3 0

F

E F

D E F




  


   

，解得

0

2

4

F

D

E




 


 

故圆的一般方程为： 2 2
2 4 0x y x y    故答案为： 2 2

2 4 0x y x y     

68．（2023·天津南开·统考二模）若直线 2 3 0k x y k    与圆  
22

1 4x y   相切，则 k  ______. 

【答案】
3

4
/0.75【分析】由圆心到切线的距离等于半径求解． 

【详解】由题意圆心为 ( 0 , 1) ，半径为 2，所以
2

1 2 3
2

1

k

k

 




，解得
3

4
k  ．故答案为：

3

4
． 

69．（2023·天津红桥·统考二模）已知直线 3 8 0x y   和圆 2 2 2
( 0 )x y r r   相交于 ,A B 两点．若 | | 6A B  ，则 r 的

值为_________．【答案】5 

【分析】根据圆的方程得到圆心坐标和半径，由点到直线的距离公式可求出圆心到直线的距离d ，进而利用弦长公

式 2 2
| | 2A B r d  ，即可求得 r ．【详解】因为圆心  0 , 0 到直线 3 8 0x y   的距离

8
4

1 3

d  


， 

由 2 2
| | 2A B r d  可得 2 2

6 2 4r  ，解得 = 5r ．故答案为： 5 ． 

70．（2023·天津·校联考二模） ( , )P x y 为圆 2 2
6 4 0x x y    上任意一点，点 P 到直线 1

: 2 4 0l x y   与到直线

2
: 2 0l x y m   的距离之和与点 P 的位置无关，则m 的取值范围是______.【答案】  , 1 1   

【分析】作出图形，结合图形可知当圆C 位于直线 1
l 与 2

l 之间时即为所求，根据直线与圆相切时是临界值即可求解. 

【详解】依题意，圆的标准方程为  
2 2

3 5x y    

 

由图可知当圆C 位于两直线 1
l 与 2

l 之间时，点 P 到直线 1
l 和 2

l 的距离之和与点 P 的

位置无关，此时点 P 到两直线 1
l 和 2

l 的距离之和即为 1
l 与 2

l 两平行直线间的距离， 

当直线 2
l 与圆相切时，

6 0
5

5

m 
 ，解得 1 1m   或 1m   （舍去）， 

所以 1 1m   ，即m 的取值范围是 ( , 1 1]  ，故答案为： ( , 1 1]  . 

71．（2023·天津河西·统考二模）写出过点  2 , 0 且被圆 2 2
4 2 4 0x x y y     截得的弦长为 2 的一条直线的方程

___________.【答案】 2y x  （只需填其中的一个即可） 

【分析】将圆的方程化为标准方程，求出圆心、半径.根据弦长，得出圆心到直线的距离
2

2
d  .先判断斜率不存在

时是否满足，然后设出斜率，得出直线方程，表示出圆心到直线的距离 1
2

1

1

d

k




，得出方程，即可解出 k 的值. 

【详解】圆的方程可化为    
2 2

2 1 1x y    ，圆心为  2 ,1 ，半径 1r  ， 
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由弦长为 2 可得，圆心到直线的距离

2

2 2 2

2 2
d r

 
   

 
 

. 

当直线斜率不存在时，直线方程为 2x  ，此时圆心在直线上，弦长为 2 2r  ，不满足题意，所以直线的斜率存在. 

设直线的斜率为 k ，则直线的方程为  2y k x  ，即 2 0k x y k   ， 

此时圆心到直线的距离 1
2

1 2

21

d

k

 



，解得 1k   .所以，直线的方程为 2y x  或 2y x   .故答案为： 2y x  . 

72．（2023·天津和平·耀华中学校考一模）圆 2 2
4 0x y   与圆 2 2

4 4 1 2 0x y x y     的公共弦的长为_________．【答

案】 2 2 【分析】将两圆方程作差可得出相交弦所在直线的方程，求出圆 2 2
4 0x y   的圆心到相交弦所在直线的

距离，利用勾股定理可求得相交弦长.【详解】将圆 2 2
4 0x y   与圆 2 2

4 4 1 2 0x y x y     的方程作差可得

2 0x y   ，所以，两圆相交弦所在直线的方程为 2 0x y   ， 

圆 2 2
4 0x y   的圆心为原点O ，半径为 2r  ，原点O 到直线 2 0x y   的距离为

2
2

2

d   ， 

所以，两圆的公共弦长为 2 2
2 2 2r d  .故答案为： 2 2 . 

73．（2023 春·天津和平·高三天津一中校考阶段练习）已知直线 : 5 0l x y   与圆 2 2
: 2 4 4 0C x y x y     交于 A，

B 两点，若M 是圆上的一动点，则 M A B△ 面积的最大值是___________.【答案】 2 2 3 / 3 2 2  

【分析】求出圆 C 圆心到弦 AB 的长度 d，求出弦 AB 的长度，M到弦 AB 的最大距离为 d＋r(r 为圆 C 半径)，根据

三角形面积公式即可求出答案． 

【详解】 2 2
: ( 1) ( 2 ) 9C x y    ，则圆 C 的圆心为  1, 2C ，半径为 3r  ， 

圆心 C 到直线 l（弦 AB）的距离为
1 2 5

2 2

2

d
 

  ，则 2 2
2 2 9 8 2A B r d     ， 

则 M 到弦 AB 的距离的最大值为 2 2 3d r   ，则 M A B△ 面积的最大值是  
1

2 2 3 2 2 3
2

A B     . 

 

74．（2023·天津河西·天津市新华中学校考模拟预测）与圆 2 2
2 0x y x   外切且与直线 3 0x y  相切于点

 3, 3M  的圆的方程为__________.【答案】  
2 2

4 4x y   或  
2

2
4 3 3 6x y    

【分析】设所求圆的方程为      
2 2 2

0x a y b r r     ，再根据两圆外切以及直线与圆相切列方程，解方程，进而

得解.【详解】将圆 2 2
2 0x y x   化为标准式为  

2 2
1 1x y   ，即圆心为（1,0），半径为 1. 

设所求圆的方程为      
2 2 2

0x a y b r r     .则由题意知  
2 2

1 1a b r    ，①       
3

2

a b

r



 ，② 

3
3

3

b

a





，③ 由①②③得 4a  ， 0b  ， 2r  或 0a  ， 4 3b   ， 6r  ， 
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即所求圆的方程为  
2 2

4 4x y   或  
2

2
4 3 3 6x y   . 

【点睛】本题考查了圆的一般方程和标准方程，考查了两圆的位置关系，考查了直线与圆的位置关系；当两圆外切

时，圆心距等于两个圆的半径之和，当圆与直线相切时，圆心到直线的距离等于这个圆的半径，且圆心和切点连线

与切线垂直. 

75．（2023 春·天津南开·高三南开中学校考阶段练习）若  2 1P ， 是圆 2 2
( 1) 2 5  x y 的弦 AB 的中点，则直线 AB 的

方程为________．【答案】 3 0x y    

【分析】根据条件可知C P A B ，利用两直线的位置关系求直线方程.【详解】设圆的圆心  1, 0C ，
1 0

1
2 1

C P
k


 


，

由条件可知C P A B ，则 A B 的斜率为 1 ，所以直线 A B 的方程为  1 2y x    ，即 3 0x y   . 

76．（2023·天津·统考二模）已知实数 x 、y 满足 2 2
4 4 7 3x xy y   ，则 2 2

x y 的最小值为________.【答案】
3

8
/ 0 .3 7 5  

【分析】由已知可得出 2 2
4 4xy x y  ，再结合基本不等式可求得 2 2

x y 的最小值. 

【详解】因为  
22 2

4 4 2 0x y xy x y     ，即 2 2
4 4xy x y  ， 

所以，  
2 2 2 2 2 2 2 2

3 4 7 4 4 7 4 8x y xy x y x y x y         ，所以，
2 2 3

8
x y  ，当且仅当

3 0

2 0

3 0

10

x

y












或

3 0

2 0

3 0

10

x

y


 





 



时，

等号成立，故 2 2
x y 的最小值为

3

8
.故答案为：

3

8
. 

77．（2023·天津红桥·统考二模）已知 x， Ry


 ， 4 5 1x y  ，则
1 1

3 3 2x y x y


 
的最小值______．【答案】 4  

【分析】将  
1 1 1 1

3 3 2
3 3 2 3 3 2

x y x y
x y x y x y x y

 
      

    

展开，利用基本不等式即可求解. 

【详解】  
1 1 1 1

3 3 2
3 3 2 3 3 2

x y x y
x y x y x y x y

 
      

    

 

3 2 3 3 2 3
2 2 2 4

3 3 2 3 3 2

x y x y x y x y

x y x y x y x y

   
      

   
，当且仅当

3 2 3

3 3 2

4 5 1

x y x y

x y x y

x y

 


 

  

即

1

1 4

1

7

x

y







 


，
1 1

3 3 2x y x y


 
的最小

值为 4 ，故答案为： 4  

78．（2023·天津·校联考二模）若 1a b  ，且 4 lo g 3 lo g 8
a b

b a  ，则
2

4

 b 1
a 


的最小值为______.【答案】5 

【分析】根据对数的换底公式得到
1

4 lo g 3 8
lo g

a

a

b
b

  ，解得
1

lo g
2

a
b  ，即

1

2a b
，然后代入

2

4

1
a

b



中，利用基

本不等式求最小值即可. 

【详解】因为 4 lo g 3 lo g 8
a b

b a  ，所以
1

4 lo g 3 8
lo g

a

a

b
b

  ，解得
3

lo g
2

a
b  或

1

2
， 

因为 1a b  ，所以 0 lo g 1
a

b  ，则
1

lo g
2

a
b  ，即

1

2a b
， 
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因为 1a  ，所以 1 0a   ，
2

4 4 4
1 1 2 4 1 5

1 1 1
a a a

b a a
         

  
， 

当且仅当
4

1
1

a
a

 


，即 3a  时，等号成立.故答案为：5. 

79．（2023·天津和平·统考二模）设 ,x y  R ， 1a  ， 1b  ，若 3
x y

a b  ， 3 1 8a b  ，则
1 1

x y
 的最大值为

__________．【答案】3 

【分析】由已知可解得 lo g 3
a

x  ， lo g 3
b

y  .根据换底公式可得 3

1
lo g a

x
 ， 3

1
lo g b

y
 .根据基本不等式得出 2 7a b  ，

然后根据对数运算性质即可得出答案. 

【详解】因为 3
x y

a b  ，所以 lo g 3
a

x  ， lo g 3
b

y  . 

又 3

lg 3 lg
lo g 3 lo g 1

lg lg 3
a

a
a

a
    ， 3

lg 3 lg
lo g 3 lo g 1

lg lg 3
b

b
b

b
    ，所以 3

1
lo g a

x
 ， 3

1
lo g b

y
 . 

因为 1a  ， 1b  ，根据基本不等式有
2

3
3 8 1

2

a b
a b

 
  
 

，当且仅当3 a b ，即 3a  ， 9b  时等号成立， 

所以 2 7a b  .则 3 3 3 3
3

1
lo g lo g lo g lo g 2 7

1
a b a b

yx
      ，所以

1 1

x y
 的最大值为3 .故答案为：3 . 

80．（2023·天津河西·统考二模）已知 0x  ， 0y  ， 2 2 8x y x y   ，则 2x y 的最小值为_____．【答案】4 

【分析】首先分析题目由已知 x＞0，y＞0，x+2y+2xy=8，求 x+2y 的最小值，猜想到基本不等式的用法，利用 a+b≥2 

a b 代入已知条件，转化为解不等式求最值． 

【详解】∵2xy＝x·(2y)≤
2

2

x y 
 
 

2
，∴8＝x＋2y＋2xy≤x＋2y＋

2

2

x y 
 
 

2
， 

即(x＋2y)
2
＋4(x＋2y)－32≥0.∵x＞0，y＞0，∴x＋2y≥4，当且仅当 x＝2，y＝1 时取等号，即 x＋2y 的最小值是 4. 

81．（2023·天津和平·耀华中学校考一模）已知1 4a  ，则
1

4 1

a

a a


 
的最小值是______．【答案】 2  

【分析】变形条件等式得  
1 1 4 1

4 1 1
4 1 3 4 1

a
a a

a a a a

 
       

    
，然后展开，利用基本不等式求最小值. 

【详解】 1 4a  ， 

4 0 , 1 0a a     ，  
1 4 1 1 4 1

1 4 1 1
4 1 4 1 3 4 1

a
a a

a a a a a a

 
           

      
 

   4 1 4 11 4 1 4
5 1 5 2 1 2

3 4 1 3 4 1

a aa a

a a a a

    
          
       

，当且仅当
 4 1 4

4 1

a a

a a

 


 
，即 2a  时等号成立， 

1

4 1

a

a a
 

 
的最小值是 2 .故答案为： 2 . 

82．（2023·天津河西·天津市新华中学校考模拟预测）已知 ,x y 都为正实数，则
  2

4 1xy x

x y


 的最小值为

___________．【答案】8  

【分析】化简
  2 2

4 1 4
4

xy x x
y

x y x y


    ，由基本不等式得

2

2
4 2 4 4

x
y x x

y
   ，再代入原式得

2
4 4

4 4 2 1 6 8
x

y x
x y x

      ，判断相等条件后即可得最小值. 
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【详解】
  2 2

4 1 4
4

xy x x
y

x y x y


    ，因为 ,x y 都为正实数，

2

2
4 2 4 4

x
y x x

y
   ，当且仅当 2 2

4 y x ，即 2 y x 时

等号成立，所以
2

4 4
4 4 2 1 6 8

x
y x

x y x
      ，当且仅当

4
4 x

x
 ，即 1x  时等号成立，综上所述，当

1
1,

2
x y  时，

  2
4 1xy x

x y


 取最小值为8 .故答案为：8  

83．（2023·天津南开·南开中学校考模拟预测）已知正数 ,x y 满足 2 2

8 3
1

3 2 2x x y x y y
 

 
，则 xy 的最小值是_________． 

【答案】
5

2
 

【分析】根据题意，将等式 2 2

8 3
1

3 2 2x x y x y y
 

 
化简变形，得到 xy 的表达式，根据表达式特征利用换元法构造函

数，求导得出函数单调性即可得出最小值. 

【详解】根据题意，由 2 2

8 3
1

3 2 2x x y x y y
 

 
可得

2 2

2 2

8 ( 2 ) 3(3 2 )
1

(3 2 )( 2 )

xy y x xy

x xy xy y

  


 
， 

即 32 2 2 2 3 2 2
1 )(6 9 1 4 3 8 4 3 84y x xy x x y xy y xxy yy x        

所以

2

2 2
2

22 2

2

1 6 9 1 4
1 6 9 1 4

3 8
3 8

4
4

y y

y x x y x x

y yy x x y

x x

x y

 





 


 

；又因为 ,x y 均是正数，令  0 ,
y

t
x
   ，则

2

2

1 6 1 4 9

8 3
( )

4
x y f

t

t
t

t

t


 

 
  

所以， 

2

22 2

1 8 3 1
( ) 4 4

44

3

1 6 1 4 9

3 4 8 38 8

1 8

3

tt t

t tt t t t
f t

t

  

 
   

   




令
2

3

84
)

1 8

3
(g

t
t

t

t  



， 

则

1 6 1 6 1 6

2 1 1 2 1 1 0 2 1 1 0 1 89 9 9
( ) 2

9 2 7 1 8 3 9 6 1 8 3 2 7 9 6 1 8 3 2 7 2 7
g t t t t

t t t

   
              

     

 

当且仅当

1 6

2 1 9

9 6 1 8 3
t

t

 
  

 

，即
1

2
t  时，等号成立； 

所以 2

1

8

1 4 5 5
( ) 4 4

1 84 1 8 2

71 8 3

3

2

f t

t

t t



    



 

所以 ( )f t 的最小值为 m in

5
( )

2
f t  ; 

即当
1

, 2 5
2

y
t x y

x
    时，即

5
5 ,

2
x y  时，等号成立. 

故答案为：
5

2
 

【点睛】关键点点睛：根据等式特征可知，利用基本不等式条件不明显，所以首先得出 xy 的表达式，根据

2 2

2 2
4

1 6 9 1 4

3 8

y x
y

xy

y x x
x

y

 


 
可利用齐次式特征构造函数，再进行化简凑成基本不等式求解即可. 

 


