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2023 年天津高考模拟试题分类一模小题答案 

一、单选题 

1．（2023·天津和平·耀华中学校考一模）已知3 5
a b
 且

2 1
1

a b
  ，则 a 的值为（    ） 

A． 3
lo g 1 5  B． 5

lo g 1 5  C． 3
lo g 4 5  D． 5

lo g 4 5  

【详解】令3 5 0
a b

k   ， 

则 3 5
lo g , lo ga k b k  ，

3 5

1 1 1 1
lo g 3, lo g 5

lo g lo g
k k

a k b k
    ，又

2 1
1

a b
  ， 

∴ 2 lo g 3 lo g 5 lo g 4 5 1
k k k

   ，即 4 5k  ，∴ 3
lo g 4 5a  .故选：C. 

2．（2023·天津和平·耀华中学校考一模）已知  
1

e ,1x


 ，记
ln

ln1
ln , , e

2

 
   

 

x

x
a x b c ，则 , ,a b c 的大小关系是（    ） 

A． a c b  B． a b c  C． c b a   D．b < c < a  

【详解】解：因为  
1

e ,1x


 ，所以    

ln

ln1
ln 1, 0 , , e

2

1
1, 2 ,1

e

 
     

 
  

 



x

x
a x b c ， 

所以 a c b  ，故选：A 

3．（2023·天津河西·统考一模）设
1 .6

1

2
a

 
  
 

， 3
log 6b  ，

2

38c



，则（    ） 

A． c b a   B． a b c   C． c < a < b  D．b a c   

【详解】 1

1 .6

.61
2

2
a

 
   

 

，  
2

3 23

2

3 2 28c





   ，因为 2
x

y  在R 上为增函数，且 2 1 .6 0    ， 

所以 2 1 .6 0
0 2 2 2 1

 
    ，即 0 1c a   ，因为 3

lo gy x 在 (0 , ) 上为增函数，且 6 3 ， 

所以 3 3
lo g 6 lo g 3 1  ，即 1b  ，所以 c < a < b ，故选：C 

4．（2023·天津河西·统考一模）已知3 4 ,
a b

m 
1 1

2
2a b

  ，则m 的值为（    ） 

A． 3 6  B． 6  C． 6  D． 4
6  

【详解】 3 4 0
a b

m   ， 3 4
lo g , lo ga m b m   ，

1 1 1
lo g 3 lo g 4 lo g 6 2

2 2
m m m

a b
      ， 

2
6m  ，即 6m  或 6m   （舍去）故选：C 

5．（2023·天津·校联考一模）已知 4 3
x y

m  ，且
1 2

2
x y
  ，则m  （    ）. 

A．3 B．6 C．12 D．18 

【详解】由 4 3 0
x y

m   得： 4 3
lo g , lo gx m y m  ， 

由换底公式可得：
1 1

lo g 4 , lo g 3
m m

x y
  ， 
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则
21 2

lo g 4 2 lo g 3 lo g 4 3 2
m m m

x y
      ，所以 2 2

4 3 3 6m    ，因为 0m  ，所以 6m  故选：B 

6．（2023·天津·校联考一模）已知 3
lo g 2a  ， 0 .0 3

6b  ，
1

24c



，则 , ,a b c 的大小关系是（    ） 

A． c b a  B．b < c < a C． a c b   D． c < a < b  

【详解】因为 3
lo gy x 在  0 ,  上单调递增，故  3 3 3

1
lo g 2 lo g 3 , lo g 3 ,1

2
a

 
    

 
， 

而 6
x

y  单调递增，故 3 00 .0
6 16b   ，  

1 1

22 2
1

4 2
2

c
 

   ，所以 c a b  .故选：D 

7．（2023·天津河北·统考一模）已知 a、b、c、d 均为正实数，且
2 21 2

2c d
a b
    ，则

b
a

c d
 的最小值为（    ） 

A．3  B． 2 2     C．
3 2

2


 D．

3 2 2

2


 

【详解】因为
2 21 2

2c d
a b
    ，所以

2 2

1
2


 

c d
c d ，即

1
1

c d
，当且仅当 1c d  时取等号，所以

b
a

c d
 的最小值为

a b 的最小值，所以  
1 1 2 1 2 1 2 3 2 2

3 3 2
2 2 2 2

     
              

     

b a b a
a b

a b a b a b
，当且仅当

1 2
2

2

a b

b a

a b


 




 


时取等号，所以

b
a

c d
 的最小值为

3 2 2

2


.故选：D 

【点睛】利用基本不等式求解最小值时，注意运用“一正二定三相等”的原则. 

8．（2023·天津河北·统考一模）若
1

2
5

( )
3

a


 ， 1

2

1
lo g

5
b  ， 3

lo g 7c  ，则 a ，b ， c 的大小关系为（    ） 

A． a b c   B．b c a   C． c a b   D． c b a   

【详解】依题意，
1

02
5 5

( ) ( ) 1
3 3

a


   ，
2

1 2 2

2

1
lo g lo g 5 lo g 2 2

5
b     ，而

2

3 3 3
1 log 3 log 7 log 3 2    ，即1 2c  ， 

所以 a ， b ， c 的大小关系为b c a  .故选：B 

9．（2023·天津·校联考一模）已知  f x 是偶函数，当 0x  时，  f x 单调递减，设
0 .8

1 .2

5

1
2 , , 2 lo g 2

2
a b c



 
    

 

，

则      , ,f a f b f c 的大小关系是  

A．      f c f b f a  B．      f c f a f b  C．      f c f b f a   D．      f c f a f b   

【详解】 1 .2
2a   ，所以 a < 0  

0 .8

0 .81
2

2
b



 
  
 

，所以 1 .2
1 2b   5 5

2 lo g 2 lo g 4c   ，所以 0 1c    

因为  f x 是偶函数，当 0x  时，  f x 单调递减，所以      
1 .2

2f a f a f   ，所以      f c f b f a   

故选：C 

10．（2023·天津南开·统考一模）已知  
1

e lg 2 , lg ln 2 , ln
2

a
b c   ，则 , ,a b c 的大小关系是（    ） 

A． c b a  B．b a c  C． a c b   D．b c a   

【答案】C 
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【分析】先求出  ln lg 2a  ，再根据对数函数的单调性结合中间量分别比较 ,a c 和 ,b c 的大小即可. 

【详解】由 e lg 2
a
 ，得  ln lg 2a  ，因为

1
lg 2 lg 1 0

2
  ， 

所以  
1

ln lg 2 ln
2

 ，即 a c ，因为
1

ln e ln 2 1
2
   ，所以

1 1
1 ln ln 2

2 2
c       ， 

则  
1 1 1

lg ln 2 lg lg
2 21 0

    ，所以  
1

lg ln 2 ln
2

 ，即b c ， 

所以 a c b  .故选：C. 

11．（2023·天津·大港一中校联考一模）已知 2
lo g 0 .2 ,a 

0 .2
2 ,b 

2
0 .2c  ，则 a、b、c 的大小关系为 

A． a b c   B． a c b   C． c < a < b  D．b < c < a  

【答案】B【分析】 , ,a b c 分别和 0,1 比较大小，得到 a ， b ， c 的大小关系. 

【详解】 2
lo g 0 .2 0a   ， 0 .2

2 1 b  ， 2
0 0 .2 1   ， a c b   .故选 B 

【点睛】本题考查指对数比较大小，一般可以判断函数类型，根据单调性比较大小，或是和中间值 0 或 1 比较大小. 

12．（2023·天津红桥·统考一模）设 1a  ，且      
2

lo g 1 , lo g 1 , lo g 2
a a a

m a n a p a     ，则 , ,m n p 的大小关系为 

A． n m p   B．m p n   C．m n p   D． p m n   

【答案】B【分析】由函数单调性进行判定，继而比较出大小 

【详解】当 a>1 时,易知 2
1a  >2a，再由以 a 为底对数函数在定义域上单调递增，从而可知 m>p 

又∵( 2
a +1)−(a−1)= 2

 a −a+2 恒大于 0(二次项系数大于 0,根的判别式小于 0,函数值恒大于 0),即 2
a +1>a−1，再由以 a

为底对数函数在定义域上单调递增，从而可知 m>n 

又∵当 a>1 时 2a 显然大于 a−1，同上，可知 p>n.综上∴m>p>n.故选 B. 

【点睛】本题考查了运用对数函数的单调性比较函数值的大小，需要熟练掌握并能求解结果，本题较为基础. 

13．（2023·天津河东·一模）如图中，①②③④中不属于函数 3
x

y  ， 2
x

y  ，
1

2

x

y
 

  
 

中一个的是（    ） 

 

A．① B．② C．③ D．④ 

【答案】B【分析】根据指数函数的图象的特征即可得答案.【详解】解：由指数函数的性质可知： 

①是
1

2

x

y
 

  
 

的部分图象；③是 2
x

y  的部分图象；④是 3
x

y  的部分图象； 

所以只有②不是指数函数的图象.故选：B. 
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14．（2023·天津·统考一模）已知 a=2
1.3
，b=4

0.7
，c=log38，则 a，b，c 的大小关系为（    ） 

A． a c b   B．b c a   C． c a b   D． c b a   

【答案】C 

【分析】利用指数函数 2
x

y  与对数函数 3
lo gy x 的性质即可比较 a，b，c 的大小． 

【详解】
1 .3 0 .7 1 .4

3
8 2 2 4 2c lo g a b      ， 

c a b   ． 

故选：C． 

【点睛】本题考查了指数函数与对数函数的单调性，考查了推理能力与计算能力，属于基础题． 

15．（2023·天津·统考一模）已知 0 .1 5 0
lo g 2, lo g 2a b  ，则

2 1

a b
  （    ） 

A．-2 B．-1 C．1 D．2 

【答案】B 

【分析】先取倒数，再应用对数运算律计算即可. 

 

【详解】因为 0 .1 5 0
lo g 2, lo g 2a b  ,所以 2 2

1 1
lo g 0 .1, lo g 5 0

a b
  ， 

2 2 2 2

2 1 1
lo g 0 .0 1 lo g 5 0 lo g 0 .5 lo g 1

2a b
       . 

故选:B. 

16．（2023·天津和平·统考一模）已知 0 .2 0 .3 2
lo g 0 .3, lo g 0 .2 , lo g 3a b c   ，则 , ,a b c 的大小关系为（    ） 

A．b < c < a  B． c b a   

C． a b c   D． a c b   

【答案】C【分析】利用对数函数的单调性结合二次函数的性质即得． 

【详解】 0 .2
0 lo g 0 .3 1a   ， 0 .3

lo g 0 .2 1b   ， 2
lo g 3 1c   ，又

2

0 .3 3 2

lg 2 1 lg 2 lg 2 lg 2
lo g 0 .2 lo g 2

lg 3 1 lg 3 lg 3 lg 3

b

c

 
    

 
， 

因为函数  

2

2 1 1

2 4
f x x x x

 
     

 

，在
1

0 ,
2

 
 
 

上单调递减，且  0 0f  ，又因为
1

lg 3 lg 2 0
2
   ， 

所以    lg 3 lg 2 0f f  ，所以
 

 

lg 2
1

lg 3

f

f
 ，即

2

2

lg 2 lg 2
1

lg 3 lg 3





，所以 1

b

c
 ， 

b c  ，即 a b c  ．故选：C． 

17．（2023·天津和平·统考一模）抛物线 2
2 ( 0 )x py p  的焦点为 F ，其准线与双曲线

2 2

1
4 2

 
y x

的渐近线相交于 A B､

两点，若 A B F△ 的周长为 4 2 ，则 p  （    ） 

A．2 B． 2 2  C．8 D．4 

【答案】A【分析】利用双曲线的渐近线、抛物线的焦点和准线以及两点的距离公式进行计算求解. 
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【详解】由题知，双曲线
2 2

1
4 2

 
y x

的渐近线为 2y x  ，抛物线 2
2 ( 0 )x py p  的焦点 0,

2

p
F

 

 
 

，准线方程为
2

p
y   ， 

由 2

2

p
y

y x


 



  

得 A B､ 两点坐标为 ,
22 2

p p 
  

 
， ,

22 2

p p 
 

 
，所以

2

2 3

2 2 2 2

p p
A F B F p

 
    

 

，因为 A B F△

的周长为 4 2 ，所以
3

2 4 2

2 2 2

p p
   ，解得 2p  .故 B，C，D 错误.故选：A. 

18．（2023·天津·统考一模）已知双曲线
2 2

2 2
: 1( 0 , 0 )

x y
C a b

a b
    的右顶点为A ，以A 为圆心，b 为半径的圆与C 的一

条渐近线交于 ,M N 两点.若 1 2 0M A N  ，则C 的离心率为（    ） 

A．2 B． 3  C．
3

2
 D． 2  

【答案】A【分析】根据已知条件及点到直线的距离公式，结合双曲线的离心率公式即可求解. 

【详解】双曲线
2 2

2 2
: 1( 0 , 0 )

x y
C a b

a b
    的右顶点为  , 0A a ，以A 为圆心，b 为半径的圆与C 的一条渐近线交于 ,M N

两点.当 1 2 0M A N  时，可得点  , 0A a 到渐近线 0b x a y  的距离为
1

s in 3 0
2

b b ， 

即
2 2

1

2

a b
b

a b




，整理可得 2

c

a
 ，即 2

c
e

a
  所以C 的离心率为 2 故选：A. 

19．（2023·天津河东·一模）已知双曲线
2 2

2 2
1( 0 , 0 )

x y
a b

a b
    的实轴为 4，抛物线 2

2 ( 0 )y px p  的准线过双曲线的

左顶点，抛物线与双曲线的一个交点为 ( 4 , )P m ，则双曲线的渐近线方程为（    ） 

A．
2 6

3
y x   B．

2 3

3
y x   C．

2

3
y x   D．

6

4
y x   

【答案】A【分析】求出 2a  ， 4p  ，将 (4, )P m 代入双曲线和抛物线，求出 2
8 3 2m p  ，

4 6

3
b  ，进而求出渐

近线方程.详解】由题意得 2 4a  ， 2a  ，故双曲线左顶点坐标为  , 0a ， 

抛物线的准线为
2

p
x   ，故

2

p
a  ，解得 4p  ， 

点 ( 4 , )P m 为抛物线与双曲线的一个交点，故 2
8 3 2m p  ，

2

2
1

1 6

4

m

b
  ， 

即 2
4 1

3 2

b
  ，解得

2 3 2

3
b  ，解得

4 6

3
b  ，故双曲线的渐近线方程为

4 6

2 63

2 3

b
y x x x

a
     

.故选：A 

20．（2023·天津红桥·统考一模）抛物线 2
4y x 的焦点到双曲线  

2 2

2 2
1 0 , 0

x y
a b

a b
    的渐近线的距离是

3

2
，则该

双曲线的离心率为 

A． 2  B． 3  C． 2  D．3  

【答案】C【解析】求出抛物线的焦点坐标以及双曲线的渐近线方程，利用点到直线的距离求出
b

a
的值，再利用离

心率公式可求得双曲线的离心率的值. 
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【详解】抛物线 2
4y x 的焦点坐标为  1, 0 ，双曲线的渐近线方程为

b
y x

a
  ，由题意得

2

2

3

2
1

b

a
d

b

a

 



，解得

3
b

a
 ，因此，该双曲线的离心率为

22 2

2
1 2

c a b b
e

a aa

  
     

 

.故选：C. 

21．（2023·天津·大港一中校联考一模）已知 1
F ， 2

F 分别为双曲线  

2 2

2 2
1 0 , 0

x y
a b

a b
    的左右焦点， P 为双曲线

右支上一点，满足 2 1

π

2
P F F  ，连接 1

P F 交 y 轴于点Q ，若 2
2Q F c ，则双曲线的离心率是（    ） 

A． 2  B． 3  C．1 2  D．1 3  

【详解】解：由题意可得 2
P F 垂直于 x 轴， 2

/ /O Q P F ，因为O 为 1 2
F F 的中点，则Q 为 1

P F 的中点， 

可得
1 2

| | 2 | | 2 2P F Q F c  ，由 x c 可得
2 2

2
1

c b
y b

a a
     ，即有

2

2
| |

b
P F

a
 ， 

在直角三角形 1 2
P F F 中，可得 2 2 2

1 2 1 2
| | | | | |P F P F F F  ，即有

4

2 2

2
8 4

b
c c

a
  ，可得 4 2 2

4b a c ， 

即 2 2 2
2b a c c a   ，由

c
e

a
 可得， 2

2 1 0e e   ，解得 1 2 (1 2e    舍去），故选：C. 

 

22．（2023·天津南开·统考一模）已知拋物线 2
1 6y x 上一点  ,A m n 到准线的距离为5 , F 是双曲线

2 2

1
4 1 2

x y
  的左焦

点， P 是双曲线右支上的一动点，则 P F P A 的最小值为（    ） 

A．12 B．11 C．10 D．9 

【答案】D【分析】先根据题意求出点A 的坐标，设 1
F 是双曲线

2 2

1
4 1 2

x y
  的右焦点，根据双曲线的定义可得

1 1
2 2P F P A P A P F a A F a      ，从而可得出答案. 

【详解】拋物线 2
1 6y x 的准线为 4x   ，则点  ,A m n 到准线的距离为 4 5m   ，所以 1m  ， 

则 4n   ，故  1, 4A  ，设 1
F 是双曲线

2 2

1
4 1 2

x y
  的右焦点，  1

4 , 0F 则 1
2 4P F P F a   ，

则 1
4P F P F  ，故 1 1

4 4 9 1 6 4 9P F P A P A P F A F          ，当且仅当 1
, ,A P F 三点共线时取等号，所以

P F P A 的最小值为 9 .故选：D. 
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23．（2023·天津·校联考一模）由伦敦著名建筑事务所 Steyn Studio 设计的南非双曲线大教堂惊讶世界，该建筑是数

学与建筑完美结合造就的艺术品．若将如图所示的大教堂外形弧线的一段近似看成双曲线  

2 2

2
1 0

4

y x
a

a
   下支的

一部分，以原点为圆心，双曲线虚半轴长为半径长的圆与双曲线的两条渐近线分别相交于A 、 B 、C 、D 四点，四

边形 A B C D 的面积为 2 a ，则双曲线的方程为（    ） 

 

A．
2 2

1
9 4

y x
   B．

2 2

1
1 2 4

y x
    

C．
2 2

9
1

2 4

y x
   D．

2 2
2

1
9 4

y x
   

【答案】B 

【分析】不妨设点A 、 B 、C 、D 分别为第一、二、三、四象限内的点，写出双曲线的渐近线方程，将渐近线方程

与圆的方程联立，求出点A 、 B 、C 、 D 的坐标，利用矩形的面积公式可求得 2
a 的值，即可得出该双曲线的方程. 

【详解】双曲线  

2 2

2
1 0

4

y x
a

a
   的渐近线方程为

2

a x
y   ， 

以原点为圆心，双曲线虚半轴长为半径长的圆的方程为 2 2
4x y  ， 

联立
2 2

2

4

a x
y

x y






  

可得
2

2

4

4

2

4

x

a

a
y

a









 
 

或
2

2

4

4

2

4

x

a

a
y

a


 






  
 

， 

不妨设点A 、 B 、C 、 D 分别为第一、二、三、四象限内的点， 

则
2 2

4 2
,

4 4

a
A

a a

 

 
  

、
2 2

4 2
,

4 4

a
B

a a

 
 

  

、
2 2

4 2
,

4 4

a
C

a a

 
  

  

、 

2 2

4 2
,

4 4

a
D

a a

 
 

  

，易知四边形 A B C D 为矩形，且
2

8

4

A B

a




，

2

4

4

a
A D

a




， 

故四边形 A B C D 的面积为
2

3 2
2

4

a
A B A D a

a
  


，可得 2

1 2a  ，因此，该双曲线的方程为
2 2

1
1 2 4

y x
  ，故选：B. 

24．（2023·天津河北·统考一模）已知双曲线
2 2

2 2
1( 0 , 0 )

x y
a b

a b
    的一条渐近线与抛物线 2

4y x 交于点A ，点 B 是抛

物线的准线上一点，抛物线的焦点 F 为双曲线的一个焦点，且 A B F△ 为等边三角形，则双曲线的方程为（    ） 

A．
2 2

7 7
1

3 4

x y
  B．

2 2
7 7

1
4 3

x y
  C．

2 2
3 4

1
7 7

x y
   D．

2 2
7 7

1
1 2 1 6

x y
   

【答案】A【分析】根据题意得 A B l ，设
2

( , )
4

t
A t ，列方程可得点A的坐标，然后求解得

2 3

3

b

a
 ，再由 2 2 2

1c a b   ，

即可求出双曲线的方程. 

【详解】由题意，点 (1, 0 )F ，抛物线的准线方程为 = 1x  ，作 AD l ，由抛物线的定义可知， A D A F ，又 A B F△

为等边三角形，所以 A B A F ，所以 A B A D ，即点 ,B D 重合，所以 A B l ，设
2

( , )
4

t
A t ，不妨设 0t  ，则
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2
2 3

ta n 3 0 3

3

  
p

t
，得 2 3t  ，所以 (3, 2 3 )A ，所以

2 3

3

b

a
 ，又因为 2 2 2

1c a b   ，所

以得
2 23 4

,
7 7

 a b ，所以双曲线的方程为
2 2

7 7
1

3 4

x y
  .故选：A 

 

25．（2023·天津·校联考一模）已知双曲线
2 2

1 2 2
: 1( 0 , 0 )

x y
C a b

a b
    的焦点为  1

, 0F c ， 2
( , 0 )F c ，抛物线

2

2
: 4C y cx

的准线与 1
C 交于 M，N 两点，且 2

M N F 为正三角形，则双曲线 1
C 的离心率为（    ） 

A． 3  B．
6

2

 C．
1 0

2

 D．
1 5

3

 

【答案】A【分析】求出抛物线准线方程，进而得到
2

2 b
M N

a
 ，由等边三角形得到边长之间的比例关系，得到齐

次式，化为 2
3 2 3 0e e   ，求出离心率.【详解】

2

2
: 4C y cx 的准线方程为 x c  ，经过点  1

, 0F c ， 

2 2

1 2 2
: 1( 0 , 0 )

x y
C a b

a b
    中，令 x c  得

2 2

2 2
1

c y

a b
  ，解得

2
b

y
a

  ， 

故
2

2 b
M N

a
 ，因为 2

M N F 为正三角形，所以
1 2

3

2
F F M N ， 

即
2

3 2
2

2

b
c

a
  ，联立 2 2 2

b c a  ，解得 2 2
3 2 3 0c a c a   ，方程两边同时除以 2

a 得 2
3 2 3 0e e   ，解得 3e 

或
3

3
 （舍去），故双曲线 1

C 的离心率为 3 .故选：A 

26．（2023·天津河西·统考一模）已知抛物线 2
4 5y x  ， 1 2

,F F 分别是双曲线
2 2

2 2
1( 0 , 0 )

x y
a b

a b
    的左、右焦点，

抛物线的准线过双曲线的右焦点 2
F ，与双曲线的渐近线交于点A ，若 2 1

π

4
F F A  ，则双曲线的标准方程为（    ） 

A．
2

2
1

4

y
x    B．

2

2
1

4

x
y   C．

2

2
1

1 6

x
y   D．

2

2
1

1 6

y
x    

【答案】A【分析】由抛物线方程确定准线，即知
2

( 5 , 0 )F ，再由双曲线的渐近线为
b

y x
a

  ，令
5

( 5 , )
b

A
a

，结合

已知有 2 1 2
| | | |A F F F ，进而求出双曲线参数，即可得方程.【详解】由题设，抛物线准线

为 5x  ，则
2

( 5 , 0 )F ，
1
( 5 , 0 )F  ， 

双曲线的渐近线为
b

y x
a

  ，不妨令
5

( 5 , )
b

A
a

， 

 

又 2 1

π

4
F F A  ，易知：△ 1 2

A F F 为等腰直角三角形，即 2 1 2
| | | |A F F F ， 
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所以
5

2 2 5
b

c
a

  ，即 2
b

a
 ，又 2 2

5a b  ，可得
2

2

1

4

a

b

 




，故双曲线为
2

2
1

4

y
x   .故选：A 

27．（2023·天津和平·耀华中学校考一模）已知双曲线
2 2

2 2
: 1( 0 , 0 )

x y
C a b

a b
    ，抛物线 2

: 4E y x 的焦点为 F ，抛物

线 E 的准线与双曲线C 的两条渐近线分别交于点 ,A B ，若 A B F△ 为正三角形，则双曲线C 的渐近线方程为（    ） 

A．
3

3
y x  B．

3

2
y x  C．

2 3

3
y x   D． 3y x   

【答案】C【分析】根据双曲线方程，把渐近线表示出来，推出 ,A B 两点坐标，利用 A B F△ 为正三角形，列方程解

系数既可.【详解】双曲线C 的两条渐近线方程为
b

y x
a

  ， 

抛物线 E 的焦点为 (1, 0 )F ，准线方程为 = 1x  ，不妨取 1,
b

A
a

 
  

 
， 1,

b
B

a

 
 

 
， 

A B F△ 为正三角形，由对称性可知，直线 A F 的倾斜角为3 0 ，则 3

2 3
A F

b

a
k  

，解得
2 3

3

b

a
 ， 

所以双曲线C 的两条渐近线方程为
2 3

3
y x  .故选：C 

28．（2023·天津和平·耀华中学校考一模）在中国古代数学经典著作《九章算术》中，称图中的多面体 ABCDEF 为“刍

甍”，书中描述了刍甍的体积计算方法：求积术曰，倍下袤，上袤从之，以广乘之，又以高乘之，六而一，即

1
( 2 )

6
V A B E F A D h    ，其中 h是刍甍的高，即点F到平面ABCD的距离.若底面ABCD是边长为 4的正方形， 2E F 

且 / /E F 平面 ABCD， A D EV 和 B C F△ 是等腰三角形， 9 0A E D B F C    ，则该刍甍的体积为（    ） 

 

A．
2 0 2

3
 B．

2 0 3

3

  

C．1 0 3  D．
4 0

3
 

【答案】B 

【分析】根据给定的几何体，取 ,A D B C 中点 ,M N ，证明平面 E M N F ^ 平面 A B C D ，求出点 F 到平面 A B C D 的距离，

再求出刍甍的体积作答. 

【详解】取 ,A D B C 中点 ,M N ，连接 , ,E M M N N F ，如图， 

 

由正方形 A B C D 知， / /M N A B ，M N A D ，而 ADEV 为等腰三角形，且 9 0A E D   ， 

即有 , , ,E M A D E M M N M E M M N   平面 E M N ，则 A D  平面 E M N ， 

同理 B C  平面M N F ，而 / /A D B C ，于是 A D  平面M N F ，则点 F 在平面 E M N 内， 

而 A D  平面 A B C D ，于是平面 E M N F ^ 平面 A B C D ，在平面 E M N F 内过 E 作 E H M N 于 H ， 

而平面 E M N F  平面 A B C D M N ，因此 E H  平面 A B C D ，  

因为 9 0B F C  ， B C F△ 是等腰三角形，则
1

2
2

E M F N B C   ， 

因为 / /E F 平面 A B C D ，平面 E M N F  平面 A B C D M N ， E F  平面 E M N F ， 
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则 / /E F M N ，四边形 E M N F 为等腰梯形， 4M N A B  ， 

因此 2 2 2 2
( ) 2 1 3

2

M N E F
E H E M


     ，所以该刍甍的体

1 1 2 0 3
( 2 ) ( 2 4 2 ) 4 3

6 6 3
V A B E F A D E H           .故选：B 

29．（2023·天津河西·统考一模）截角四面体是一种半正八面体，可由四面体经过适当的截角而得到．如图，将棱长

为 6 的正四面体沿棱的三等分点作平行于底面的截面截角得到所有棱长均为 2 的截角四面体，则该截角四面体的体

积为（    ） 

 

A． 6 2  B．
2 0 2

3
  

C．
4 6 2

3

 D．1 6 2  

【答案】C 

【分析】求出棱长为 1 的正四面体的体积结合条件即得. 

【详解】截角四面体的体积为大正四面体的体积减去四个相等的小正四面体体积， 

因为棱长为 1 的正四面体的高

2

2 3 6
1

3 2 3
h

 
    

 
 

，则棱长为 1 的正四面体的体积 2

1

1 3 6 2
1

3 4 3 1 2
V     ， 

所以该截角四面体的体积为 3 32 2 4 6 2
6 4 2

1 2 1 2 3
V       ．故选：C． 

30．（2023·天津·校联考一模）攒尖是古代中国建筑中屋顶的一种结构形式，常见的有圆形攒尖､三角攒尖､四角攒尖

､六角攒尖等，多见于亭阁式建筑，某园林建筑为四角攒尖，它主要部分的轮廓可近似看作一个正四棱锥，若这个

正四棱锥的棱长均为 2，则该正四棱锥的体积为（    ） 

 

A．
2 3

3

 B． 2 3   

C．
4 2

3

 D． 4 2  

【答案】C 

【分析】根据题意，结合正四棱锥的性质，即可求得 A O 、 P O 的长，根

据椎体体积公式，即可得答案.【详解】如图所示，正四棱锥 P A B C D 棱长均为 2，

连接 AC、BD 交于点 O，连接 PO 

根据正四棱锥的性质，可得 P O  平面 ABCD. 

 

所以
2 21

2
2

A O A B B C   ， 2 2
2P O P A A O   ， 

所以正四棱锥 P A B C D 的体积
1 4 2

2 2 2
3 3

V      .故选：C 
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31．（2023·天津·校联考一模）如图，几何体 为一个圆柱和圆锥的组合体，圆锥的底面和圆柱的一个底面重合，圆

锥的顶点为A ，圆柱的上、下底面的圆心分别为 B 、C ，若该几何体 存在外接球（即圆锥的顶点与底面圆周在球

面上，且圆柱的底面圆周也在球面上）．已知 2 4B C A B  ，则该组合体的体积等于（    ） 

 

A．5 6 π  B．
7 0

π
3

 C． 4 8 π  D． 64 π  

【答案】A 

【分析】由组合体的特征确定球心在 B C 中点，再由 R 得出底面

半径，进而得出组合体体积. 

【详解】设该组合体外接球的球心为O ，半径为 R ，易知球心在 B C 中点，则

2 2 4R A O    . 

则圆柱的底面半径为 2 2
4 ( 4 2 ) 2 3r     ， 

则该组合体的体积等于
2 21

π ( 2 3 ) 2 π ( 2 3 ) 4 5 6 π
3

V       .故选：A 

32．（2023·天津·大港一中校联考一模）在中国古代数学经典著作《 九章算术》中，称图中的多面体 A B C D E F 为“刍

甍” .书中描述了刍甍的体积计算方法：求积术曰，倍下袤，上袤从之，以广乘之，又以高乘之，六而一，即

 2
1

6
V A B E F A D h    ，其中 h 是刍甍的高，即点 F 到平面 A B C D 的距离 .若底面 A B C D 是边长为 4 的正方形，

2E F  ，且 / /E F A B ， A D EV 和 B C F△ 是等腰三角形， 9 0A E D B F C    ，则该刍甍的体积为（    ） 

 

A．
2 0 2

3
 B．

2 0 3

3

 C．1 0 3  D．
4 0

3
 

【答案】B【分析】作出图形，如图，计算点 F 到平面 A B C D 的距离 F G ，并代入

公式求解即可. 

【详解】如图所示， 

设点 F 在底面的射影为G ， ,H M 分别为 ,B C A D 的中点， 

连接 , ,E M F H M H ，则 F G 即为刍甍的高， 

由 / /E F A B ， A B  平面 A B C D ， E F  平面 A B C D ，所以 / /E F 平面 A B C D ， 

又 E F  平面 E F H M ，且平面 A B C D 平面 E F H M M H ，所以 / /E F M H ， 

在“刍甍”中， A D EV 和 B C F△ 是等腰三角形，所以G 一定在M H 上， 

由题意底面 A B C D 是边长为 4 的正方形， 2E F  ，可知 1G H  ，在 B C F△ 是等腰直角三角形，且 9 0B F C  ， 

所以
1

2
2

F H B C  ，所以 2 2 2 2
2 1 3F G F H G H     ，所以  

1 2 0 3
2 4 2 4 3

6 3
V        .故选：B. 

33．（2023·天津·统考一模）埃及胡夫金字塔是古代世界建筑奇迹之一，它的形状可视为一个正四棱锥，以该四棱锥

的高为边长的正方形面积等于该四棱锥侧面积的一半，那么其侧面三角形底边上的高与底面正方形的边长的比值为
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（    ） 

A．
2 1

4


 B．

2 1

2


 C．

2 1

4


 D．

2 1

2


 

【答案】D【分析】根据正四棱锥的几何性质列出等量关系，进而即可求解. 

【详解】设正四棱锥的高为 h ，底面边长为 a ，侧面三角形底边上的高为 h  ，则 

由题意可知，

2

2

2 2

1 1
4

2 2

2

h a h

a
h h


  





 



    
  

，因此有
2

2 2

2

a
h h a h

 
    

 

，即
2

1
0

4

h h

a a

  
   

 

，解得
1 2

2

h

a





， 

因为 0
h

a


 ，所以

1 2

2

h

a





.所以侧面三角形底边上的高与底面正方形的边长的比值为

2 1

2


故选：D. 

34．（2023·天津和平·统考一模）为庆祝国庆，立德中学将举行全校师生游园活动，其中有一游戏项目是夹弹珠．如

图，四个半径都是 1cm 的玻璃弹珠放在一个半球面形状的容器中，每颗弹珠的顶端恰好与容器的上沿处于同一水平

面，则这个容器的容积是（    ） 

 

A．
 2 5 3 3 π

c m
3


 B．

 
3

4 5 3 3 π

c m
3


 

C．  
3

2 5 3 3 π c m  D．
 

3

8 5 3 3 π

c m
3


 

【答案】B【分析】根据四个小球和容器的相切关系，作出对应的正视图和俯视图，建

立球心和半径之间的关系即可得到容器的半径.【详解】分别作出四个小球和容器的正视

图和俯视图，如图所示: 

  

正视图中小球球心 B，半球球心 O 与切点 A 构成直角三角

形，则有 2 2 2
O A A B O B  ， 

俯视图中，四个小球球心的连线围成正方形，正方形的中

心到球心的距离 1 1
O A 与正视图中的O A 相等， 设半球半径为 R，已知小球半径 r=1，∴ 2O A  ， 1A B  ， 3O B  ，

3 1R O B r    .半球面形状的容器的容积是  
 3

3

4 5 + 3 3 π1 4 1 4
π 3 1 π

2 3 2 3 3
V R       .故选：B 

35．（2023·天津南开·统考一模）已知直线 1y k x  与圆 2 2
( 1) 1 6x y   相交于 ,A B 两点，则 A B 的长度可能为（    ） 

A．6 B．7 C．12 D．14 

【答案】B【分析】由直线过定点可知圆心到直线的最大距离，从而可判定相交弦的最小长度，而最大长度为直径，

可得结果.【详解】由条件可知：直线 1y k x  过定点  0 , 1 ，圆心为  0 ,1 ，半径 4r  ， 
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如下图所示，则圆心到该直线的最大距离  m ax
1 1 2d     ，而当该直线过圆心时，圆

心到该直线的距离最小为 0； 

由弦长公式可得：
2 2

2 4 3 , 8A B r d    
 

. 

故选：B 

 

【点睛】本题考察直线与圆相交弦的取值范围，属于中档题.关键在于找出圆心到过定点直线的距离范围，以及弦长

公式要熟记. 

36．（2023·天津和平·耀华中学校考一模）如图，在 A B C 中，
π

3
B A C  ， 2A D D B ，P 为 CD 上一点，且满足

1

3
A P m A C A B  ，若 4A B A C  ，则 A P 的最小值为（    ） 

 

A．2 B．3 C． 3  D．
3

2
 

【答案】A 

【分析】设C P C D ，可得出  
2 1

1
3 3

A P A B A C A B m A C      ，可得出关于  、m 的方程组，即可解得实数m

的值；利用数量积得出 8A B A C  ，利用平面向量数量积的运算性质结合基本不等式可求得 A P 的最小值. 

【详解】设C P C D ，则  A P A C C P A C C D A C A D A C         

 
2 2 1

1
3 3 3

A C A B A C A B A C A B m A C  
 

        
 

， 

所以，

2 1

3 3

1m










  

，解得
1

2
m   . 

|| |
π 1

| | | c o s 4| |
3 2

    A B A C A B A C A B A C ， 8A B A C   ， 

2
2 2 21 1 1 1 1

3 2 9 4 3
A P A B A C A B A C A B A C

 
      
 

 

2 2 2 21 1 4 1 1 4
2 4

9 4 3 9 4 3
A B A C A B A C       ， 

当且仅当
1 1

3 2
A B A C 时，即当

3

2
A B A C 时，等号成立.所以， A P 的最小值为 2 . 

故选：A. 

37．（2023·天津·校联考一模）如图所示，梯形 A B C D 中，A D B C∥ ，点 E 为 A B

的中点， 0B A B C  ， 4B D B A B D A D    ，若向量C E 在向量C B 上的投影向

量的模为 4，设 M 、 N 分别为线段C D 、 A D 上的动点，且C M C D ，

1

9
A N A D


 ，则 E M E N 的取值范围是（    ） 
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A．
1 1

,
9

 
  

 
 B．

1 1 1 3
,

9 9

 

 
 

 C．
1 3 6 1

,
9 9

 

 
 

 D．
1 1 6 1

,
9 9

 

 
 

 

【答案】D【分析】由向量的运算及投影向量的模求出梯形的直角边长，再建立平面直角坐标系，利用坐标运算得

出关于  的函数，利用对勾函数单调性求最值即可得解. 

【详解】 0B A B C  ， B A B C  ， 梯形 A B C D 为直角梯形， 

 
2 2

4B D B A B A A D B A B A A D B A B A        ， | | 2B A



  ，即 2B A  ，由 4B D A D  ，同理可得 2A D  ， 

又向量C E 在向量C B 上的投影向量的模为 4，所以 4B C  ，以 B 为坐标原点，建立如图所示平面直角坐标系， 

 

则 (0 ,1) , (0 , 2 ) , ( 2 , 2 ) , ( 4 , 0 )E A D C ， 

(0 , 1) ( 4 , 0 ) ( 2 , 2 ) ( 4 2 , 1 2 )E M E B B C C M                

1 2
(0 ,1) ( 2 , 0 ) ( ,1)

9 9
E N E A A N

 
     ， 

所以
2 8 1 3

( 4 2 , 1 2 ) ( ,1) 2
9 9 9

E M E N   
 

         ， 

由 0 1≤ ≤ 且
1

0 1
9 

  可得
1

1
9

  ，令

4

1 39
( ) 2 ( )

9
f  


  

，则由对勾函数单调性知， 

当
1 2

[ , ]
9 3

  时单调递减，
2

[ ,1]
3

  时单调递增，故 m in

2 1 1
( ) ( )

3 9
f f   ，由

1 6 1 1 3
( ) , (1)

9 9 9
f f  知， m a x

6 1
( )

9
f   ， 

故
1 1 6 1

,
9 9

E M E N
 

 
 
 

，故选：D 

38．（2023·天津和平·统考一模）将函数   s in 2f x x 图象上所有点的横坐标缩短为原来的
1

2
，纵坐标不变，再将所

得的图象向右平移
π

1 2
个单位长度，得到函数  g x 的图象，则（    ） 

A．  g x 的最小正周期为
π

2
B．  g x 的图象关于直线

7 π

1 2
x  对称 

C．  g x 在
π π

,
2 4 2 4

 
 

 
上单调递增 D．  g x 的图像关于点

5 π
, 0

2 4

 
 
 

对称 

【答案】C【分析】利用图象的伸缩变换、平移变换以及正弦函数的图象与性质进行求解. 

【详解】函数   s in 2f x x 图象上所有点的横坐标缩短为原来的
1

2
，纵坐标不变，得到 s in 4y x ， 

再将所得的图象向右平移
π

1 2
个单位长度，得到函数  

π π
s in 4 s n 4

1 2 3
ig x x x

    
       

    

， 

对于 A，  y g x 的最小正周期为
2 π π

4 2
 ，所以  g x 的最小正周期为

π

4
，故 A 错误； 

对于 B，当
7 π

1 2
x  时， 4

π
2 π

3
x   ，因为 2 πx  不是正弦函数 s iny x 的对称轴，故 B 错误； 
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对于 C，当
π π

,
2 4 2 4

x
 

  
 

时，
π π π

,
3 2 6

4 x
 

   
 

 ，因为正弦函数 s iny x 在
π π

,
2 6

 
  

 
单调递增，故 C 正确； 

对于 D，当
5 π

2 4
x  时，

π π
4

3 2
x   ，因为

π
, 0

2

 
 
 

不是正弦函数 s iny x 的对称中心， 

故
5 π

, 0
2 4

 
 
 

不是  y g x 的对称中心，故 D 错误.故选：C. 

39．（2023·天津·统考一模）已知函数      
1

s in c o s c o s R
2

f x a x x x a    的图象的一个对称中心为
5 π

, 0
1 2

 
 
 

，则关于

 f x 有下列结论：①  f x 的最小正周期为 π ；②
π

3
x   是  f x 图象的一条对称轴； 

③  f x 在区间
π 2

,
6

π

3

 

 
 

上单调递减； 

④先将函数 2 s in 2y x 图象上所有点的纵坐标缩短为原来的
1

2
，然后把所得函数图象向左平移

π

1 2
个单位长度，得到

 f x 的图象.其中正确结论的个数为（    ） 

A．1 B．2 C．3 D．4 

【答案】D【分析】化简函数 ( )f x ，将
5π

1 2
x  代入得函数为 0，可求得 3a  ，进而可得  

π
s in 2

6
f x x

 
  

 
，可判

断 A；通过计算
π

3
f
 
 

 
，可判断 B；当

π 2 π

6 3
x   时，

π π 3 π
2

2 6 2
x   ，可得  f x 在

π 3 π
,

2 2

 

 
 

上的单调性，可判

断 C；通过振幅变换和平移变换，可判断 D. 

【详解】
21 1

( ) ( s in c o s ) c o s s in c o s c o s
2 2

f x a x x x a x x x       

1 1 c o s 2 1 1 1
s in 2 s in 2 c o s 2

2 2 2 2 2

x
a x a x x


     ，因为  f x 图象的一个对称中心为

5 π
, 0

1 2

 
 
 

， 

则
5 π 1 5 π 1 5 π

s in c o s 0
1

1 3

62 4 462 2
f a a
 

     
 

，所以 3a  .所以  
3 1 π

s in 2 c o s 2 s in 2
2 2 6

f x x x x
 

    
 

， 

对于①，  f x 的最小正周期为
2 π

2
T   π ，故①正确； 

对于②，
π 2 π π π

s in s i 1
6 23

n
3

f
     
            

     
，故②正确； 

对于③，当
π 2 π

6 3
x  时，

π π 3 π
2

2 6 2
x   ，又 s iny t 在

π 3 π
,

2 2

 

 
 

上先单调递减， 

所以  
π

s in 2
6

f x x
 

  
 

在
π 2

,
6

π

3

 

 
 

上单调递减，故③正确； 

对于④，将函数 2 s in 2y x 图象上所有点的纵坐标缩短为原来的
1

2
，然后把所得函数图象向左平移

π

1 2
个单位长度， 

得到  
π π

s in 2 s in 2
1 2 6

y x x f x
    

        
    

，故④正确.故选：D. 

40．（2023·天津河东·一模）已知函数 ( ) c o s 4
2

f x x
 

  
 

，下列说法错误的为（    ） 

A．最小正周期为
π

2
B． ( )f x 为偶函数 C．在

π
0 ,

8

 
 
 

单调递减 D．
3

6 2
f

  
 

 

 

【答案】B 
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【分析】根据诱导公式可得 ( ) c o s 4 s in 4
2

f x x x
 

    
 

，然后结合正弦型函数的性质，对选项逐一判断，即可得

到结果；【详解】因为函数 ( ) c o s 4 s in 4
2

f x x x
 

    
 

为奇函数，故 B 错误； 

最小正周期为
2 π π

4 2
T   ，故 A 正确；令

π π
2 π 4 2 π

2 2
k x k     ， k  Z ，解得

π π
π π

8 2 8 2

k k
x     ， k  Z ， 

即函数  f x 的单调减区间为
π π

π , π
8 2 8 2

k k 
  

 
 

， k  Z 当 0k  时，即为
π π

,
8 8

 


 
 

， k  Z ，故 C 正确； 

且
4 3

s in
6 6 2

f
  

    
 

，故 D 正确；故选:B 

41．（2023·天津·大港一中校联考一模）对于函数 ( ) s in ( 2 )
6

f x x


  ,下列命题 

①函数图象关于直线
1 2

x


  对称; ②函数图象关于点( ,0)对称; 

③函数图象可看作是把 s in 2y x 的图象向左平移个 单位而得到; 

④函数图象可看作是把 s in ( )
6

y x


  的图象上所有点的横坐标缩短到原来的 倍 

 (纵坐标不变)而得到;其中正确的命题的个数是( ▲ ) 

A．0 B．1 C．2 D．3 

【答案】C【详解】考点：正弦函数的对称性；函数 y=Asin（ωx+φ）的图象变换． 

专题：综合题．分析：①把 x=-
π

1 2
代入函数的表达式，函数是否取得最大值，即可判定正误； 

②把 x= 
5 π

1 2
，代入函数，函数值是否为 0，即可判定正误； 

③函数图象可看作是把 y=sin2x 的图象向左平移个 
π

6
单位，推出函数的表达式是否相同，即可判定； 

④函数图象可看作是把 y=sin（x+
π

6
）的图象上所有点的横坐标缩短到原来的 

1

2
倍，得到函数的表达式是否相同，

即可判定正误． 

解答：解：①把 x=-
π

1 2
代入函数 f（x）=sin（2x+

π

6
）=0，所以，①不正确； 

②把 x=
5 π

1 2
，代入函数 f（x）=sin（2x+

π

6
）=0，函数值为 0，所以②正确； 

③函数图象可看作是把 y=sin2x 的图象向左平移
π

6
个单位得到函数为 f（x）=sin（2x+

3

π
），所以不正确； 

④函数图象可看作是把 y=sin（x+
π

6
）的图象上所有点的横坐标缩短到原来的

1

2
倍，得到函数 f（x）=sin（2x+

π

6
），

正确；故选 C． 

点评：本题是基础题，考查三角函数的基本性质的应用，考查逻辑推理能力，常考题型． 

42．（2023·天津南开·统考一模）将函数    c o s 0
4

f x x


 
 

   
 

的图象向右平移
4


个单位长度后得到函数  g x 的图

象，若  g x 在
5

,
4 4

  
 
 

上单调递减，则 的最大值为（    ） 
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A．
1

4
 B．

3

4
 C．

1

2
 D．1  

【答案】B【分析】求得   c o s
4 4

g x x
  


 

   
 

，由
5

,
4 4

x
  

  
 

可求得
4 4 4 4

x
    

       ，结合函数  g x

的单调性可得出关于 的不等式，由此可得出 的最大值. 

【详解】将  f x 的图象向右平移
4


个单位长度后得到   c o s

4 4
g x x

  


 
   

 
的图象. 

因为
5

,
4 4

x
  

  
 

，所以
4 4 4 4

x
    

       ， 

因为  g x 在
5

,
4 4

  
 
 

上单调递减，所以
4


    ，

3
0

4
  ，所以 的最大值为

3

4
.故选：B. 

43．（天津市十二区重点学校 2023 届高三下学期毕业班联考（一）数学试题）已知函数  
2

2 3s in c o s 2 s in 2f x x x x   ，

以下说法中，正确的是（） 

①函数  f x 关于点
π

, 0
1 2

 
 
 

对称；②函数  f x 在
π π

,
6 6

 


 
 

上单调递增； 

③当
π 2 π

,
6 3

x
 

  
 

时，  f x 的取值范围为  2 , 0 ； 

④将函数  f x 的图像向右平移
π

1 2
个单位长度，所得图像对应的解折式为   2s in 2 1g x x  ． 

A．①② B．②③④ C．①③ D．② 

【答案】D【分析】利用倍角公式和辅助角公式化简函数解析式，再利用正弦函数的性质，解决函数图像的对称中

心、单调区间、值域和平移问题. 

【详解】由题意可得， 

2
( ) 2 3 s in c o s 2 s in 2f x x x x   3 s in 2 c o s 2 1x x  

π
2 s in 2 1

6
x

 
   

 
, 

由  
π

2 π Z
6

x k k   ，则  
π π

Z
2 1 2

k
x k   ，所以  f x 图像的对称中心为  

π π
, 1 Z

2 1 2

k
k

 
   

 
，说法①错误； 

π π
,

6 6
x

 
 

 
 

，则
π π π

2 ,
6 2 6

x
 

  
 
 

，
π π

,
2 6

 


 
 

是函数 2 s in 1y x  单调递增区间，说法②正确； 

当
π 2 π

,
6 3

x
 

  
 

时，
π π 7 π

2 ,
6 6 6

x
 

   
 

，
π 1

s in 2 ,1
6 2

x
   

     
   

，则  f x 的取值范围为  2 ,1 ，说法③错误； 

将函数  f x 的图像向右平移
π

1 2
个单位长度，所得图像对应的解折式为

 
π π π

2 s in 2 1 2 s in 2 1
2 31 6

g x x x
    

          
    

，说法④错误.故选：D 

44．（2023·天津河北·统考一模）将函数
π

c o s 2
3

y x
 

  
 

的图象向左平移
π

4
个单位长度后得到函数  g x 的图象，则

下列四个结论： 

①
π

s in 2
3

y x
 

  
 

是  g x 的一个解析式；②  g x 是最小正周期为 π 的奇函数； 

③  g x 的单调递减区间为
5 π π

π , π
1 2 1 2

k k
 

 
 
 

， k  Z ； 
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④直线
7 π

1 2
x  是  g x 图象的一条对称轴.其中正确结论的个数为（    ） 

A．1 B．2 C．3 D．4 

【答案】B【分析】根据三角函数的变换规则得到  g x 的解析式，再根据余弦函数的性质计算可得. 

【详解】将函数
π

c o s 2
3

y x
 

  
 

的图象向左平移
π

4
个单位长度 

得到函数  
π π π π π

c o s 2 c o s 2 s in
4 23

2
3 3

g x x x x
      

              
      

的图象，故①错误； 

函数  g x 的最小正周期
2 π

π
2

T   ，但是  
π π

s in 2 s in 2
3 3

g x x x
   

         
   

，故  g x 为非奇非偶函数，即②错误； 

令
5 π

2 π 2 2 π π
6

k x k    ， Zk  ，解得
5 π π

π π
1 2 1 2

k x k    ， Zk  ， 

所以  g x 的单调递减区间为
5 π π

π , π
1 2 1 2

k k
 

 
 
 

， Zk  ，故③正确； 

因为
7 π 7 π π 3 π

s in 2 s in 1
1 2 1 2 3 2

g
   

         
   

，所以直线
7 π

1 2
x  是  g x 图象的一条对称轴，故④正确；故选：B 

45．（2023·天津·校联考一模）若函数  
π

( ) s in 0
6

f x x 
 

   
 

在区间 ( π , 2 π ) 内没有最值，有下面四个说法：（    ） 

①函数  f x 的最小正周期可能为 3π ② 的取值范围是
1

0 ,
6

 
 
 

； 

③当 取最大值时，
π

2
x  是函数  f x 的一条对称轴；④当 取最大值，  π , 0 是函数  f x 的一个对称中心． 

以上四个说法中，正确的个数是（    ） 

A．l B．2 C．3 D．4 

【答案】B【分析】根据题意可知可得 的取值范围，然后根据 的范围逐一分析即可得解． 

【详解】由  π , 2 πx  得
π π π

π , 2 π
6 6 6

x  
 

    
 

，因为  f x 在区间  π , 2 π 内没有最值， 

所以 2 πT  ，所以 0 1  ，所以
π π 7

π , π
6 6 6


 

   
 

， 

所以

π π π
π ,

16 6 2
0

6π π
2 π

6 2







  
   

  
  


 



或

π π 7 π
π ,

1 26 2 6

3 3π 3 π
2 π

6 2







  
   

  
  


 



， 

所以
1 2

3 3
  或

1
0

6
  ，所以②错误；当

2

3
  时，

2 π
( ) s in

3 6
f x x

 
  

 
，所以

2 π 2 π
3 π

2

3

T


  
，故①正确； 

所以
π 2 π π π

( ) s in s in 1
2 3 2 6 2

f
 

     
 

，可知
π

2
x  是函数  f x 的一条对称轴，故③正确； 

又因为
2 π π

( π ) s in π s in ( ) 1
3 6 2

f
 

         
 

，故④错误，所以正确的是①③，故答案为：B． 

46．（2023·天津河西·统考一模）已知函数 ( ) s in ( )f x A x B    ( 0 , 0 , )
2

A


    的部分图象如图所示，则下列

正确个数有（    ） 
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① ( )f x 关于点
π

( , 3 )
6

对称；② ( )f x 关于直线
π

3
x  对称； 

③ ( )f x 在区间
π 5 π

[ , ]
2 6

上单调递减；④ ( )f x 在区间
5 π π

( , )
1 2 1 2

 上的值域为 (1, 3 ) ． 

A．1 个 B．2 个 C．3 个 D．4 个 

【答案】B【分析】根据三角函数图象确定参数 , , ,A B  求出  f x 的解析式，计算
π

( )
6

f 的值，

可判断①；计算
π

( )
3

f 的值，可判断②；根据正弦函数的单调性可判断③；根据
5 π π

( , )
1 2 1 2

x   ，确定
π

2 ( π , 0 )
6

x    ，

结合正弦函数的值域，可判断④.【详解】由图象可得
1

(5 1) 2
2

A    ,则    2s inf x x B    ， 

 f x 的最大值为 2 5 3B B   ， ，∴    2s in 3f x x    ， 

 f x 过点 (0 , 2 ) ，∴  0 2s in 3 2f    ，∴ 
1

s in
2

   ，∵
π

2
  ，

π

6
   ，∴

π
( ) 2 s in ( ) 3

6
f x x   ， 

 f x 过点
π

( ,1)
6

 ，∴
π π π

( ) 2 s in ( ) 3 1
6 6 6

f       ，即
π π π π π

s in ( ) 1, 2 π , Z
6 6 6 6 2

k k        ， 

∴ 2 1 2 , Zk k    ，由图像可知
π

4 6

T
 ，即

2 π

3
T  ，故

2 π 2 π

3
 ， 0 3, 2      ， 

∴
π

( ) 2 s in ( 2 ) 3
6

f x x   ，
π π

( ) 2 s in 3 4 3
6 6

f     ，  f x 的图象不关于点
π

, 3
6

 
 
 

对称，①错误； 

π π
( ) 2 s in 3 5

3 2
f    ， ( )f x 取得最值，则 ( )f x 的图象关于直线

π

3
x  对称，②正确； 

令
π π 3 π

2 π 2 2 π , Z
2 6 2

k x k k      ，∴
π 5 π

π π , Z
3 6

k x k k     ， 

故  f x 的单调递减区间为 Z[
π 5 π

, π ] ,
3 6

k k k    ，当 0k  时，  f x 在
π 5 π

,
3 6

 

 
 

上单调递减，
π 5 π π 5 π

, ,
2 6 3 6

   


   
   

， 

故  f x 在区间
π 5 π

,
2 6

 

 
 

上单调递减，③正确；
5 π π

( , )
1 2 1 2

x   ，∴ 
π

2 ( π , 0 )
6

x    ， 

π
s in ( 2 ) 1, 0 )

6
[x    ，   [ )1, 3f x  ，④错误，故选：B 

47．（2023·天津和平·耀华中学校考一模）已知函数   s in ( )( 0 , )
2

f x w x w


     的最小正周期为 ，其图象关于

直线
6

x


 对称．给出下面四个结论：①将  f x 的图象向右平移
6


个单位长度后得到函数图象关于原点对称；②点

5
( , 0 )

1 2


为  f x 图象的一个对称中心；③

1
( )

4 2
f


 ；④  f x 在区间[0 , ]

6


上单调递增．其中正确的结论为（    ） 

A．①② B．②③ C．②④ D．①④ 

【答案】C【解析】根据题设条件，结合三角函数的性质，求得函数的解析式   s in ( 2 )
6

f x x


  ，再结合三角函数

的图象变换和三角函数的性质，逐项判定，即可求解. 

【详解】因为函数   s in ( )f x w x   的最小正周期为 ，其图象关于直线
6

x


 对称， 

所以

2

,
6 2

w

w k k Z




 
 







    


 ，解得

2

,
6

w

k k Z


 





  


， 
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因为
2


  ，所以

6


  ，因此   s in ( 2 )

6
f x x


  ， 

①将   s in ( 2 )
6

f x x


  的图象向右平移
6


个单位长度后函数解析式为   s in ( 2 )

6
f x x


  ， 

由 2 ,
6

x k k


    Z ，得 ,
1 2 2

k
x k Z

 
   ，所以其对称中心为： ( , 0 ) ,

1 2 2

k
k Z

 
  ，故①错； 

②由 2 ,
6

x k k Z


   ，解得
1 2 2

k
x

 
   ，即函数  f x 的对称中心为 ( , 0 ) ,

1 2 2

k
k Z

 
   ；令

5

12 2 12

k  
   ，则 1k  ，

故②正确； 

③由
3

( ) s in ( ) c o s
4 2 6 6 2

f
   

    ，故③错； 

④由 2 2 2 ,
2 6 2

k x k k Z
  

        ，得
2

,
3 6

k x k k Z
 

       ， 

即函数  f x 的增区间为
2

[ , ] ,
3 6

k k k Z
 

     ，因此  f x 在区间[0 , ]
6


上单调递增，故④正确.故选：C. 

48．（2023·天津和平·统考一模）已知函数  
ln , 0

( 2 ) , 2

x x e
f x

f e x e x e

  
 

  

，设方程   2 ( )
x

f x b b R


   的四个实根从小

到大依次为 1 2 3 4
, , ,x x x x ，对于满足条件的任意一组实根，下列判断中一定成立的是（    ） 

A． 1 2
2x x  B．  

22

43
2 e 1e x x   C．    3 4

0 2 2 1e x e x    D．
2

1 2
1 x x e   

【答案】B【分析】先作图确定四个根的范围，再举反例说明 A 不成立，根据不等式性质否定 C,D,最后根据放缩法

证 B 成立.【详解】方程  ( ) 2
x

f x b b R


   的根可化为函数  y f x 与 2
x

y b


  图象的交点的横坐标，作图如下： 

 

由图象可得， 1 2 3 4
0 1 2 1 2x x e x e x e         ，故

2

4

2

3
( 2 )e x x e  ； 

因为 1 2 1 2 1 2
ln ln ln ( ) 0 0 1x x x x x x        D 错误， 

若 1 2
2x x  ，则可取 1 2

1 3
,

2 2
x x  ，但

1 3

2 2
1 3

ln 2 ln 2
2 2

 

    ，所以 A 错误， 

因为    3 4
ln 2 ln 2e x e x   ，所以    3 4

ln 2 ln 2e x e x    ， 

即    3 4
ln 2 ln 2 0e x e x    ，    3 4

2 2 1e x e x    ，C 错； 

   3 4
2 2 1e x e x    

2

3 4 3 4
4 2 1e e x x x x     ， 

即  
2 2 2

3 4 3 4 3 4 3 4 3 4
(1 4 2 4 4 )2e e x x x x e e x x x x xex        ， 

∴  
2

3 4
2 1x x e  ，∴  

22

3 4
e 2 e 1x x   .故选：B 

49．（2023·天津河东·一模）定义在R 上的偶函数  f x 满足    2 2f x f x   ，当  2 , 0x   时，   2f x x  ，设函

数    
2

e 2 6
x

h x x
 

    （ e 为自然对数的底数），则  f x 与  h x 的图象所有交点的横坐标之和为（    ） 

A．5 B．6 C．7 D．8 
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【答案】D【分析】根据已知条件求出  f x 的周期，利用周期性和偶函数作出  f x 在区间  2 , 6 的图象，以及

   
2

e 2 6
x

h x x
 

    的图象，数形结合即可求解.【详解】因为  f x 满足    2 2f x f x   ， 

所以  f x 图象关于直线 2x  对称，因为  f x 是R 上的偶函数，所以  f x 图象关于直线 0x  对称，所以  f x 的周

期为 4 ，    
2

e 2 6
x

h x x
 

    的图象关于直线 2x  对称， 

由  2 , 0x   时，   2f x x  ，作出  f x 图象如图和    
2

e 2 6
x

h x x
 

    的图象 

 

由图知  f x 与  h x 的图象在区间  2 , 6 有四个交点，设交点横坐标

分别为 1 2 3 4
, , ,x x x x ， 

且 1 4
2

2

x x
 ， 2 3

2
2

x x
 ， 

所以 1 2 3 4
8x x x x    ， 

所以  f x 与  h x 的图象所有交点的横坐标之和为8 ，故选：D 

50．（2023·天津红桥·统考一模）函数

2
, 0

( )

ln ( 1), 0

x x x
f x

x x

  
 

 

，关于 x 的方程 ( ) ( 1) 0f x a x   有 2 个不相等的实数根，

则实数 a 的取值范围是（    ） 

A．  
1

( , 1) ,1 0
e


 

    
 

B．  
1

, (1, e ) 0
e


 
    

 
C．

1
( , 0 ] ,1

e


 
   

 
 D． ( , 0 ] (1, e )   

【答案】A【分析】把函数 ( ) ( 1) 0f x a x   有 2 个不相等的实数根转化为以  y f x 和  1y a x  的图象有两个

交点，作出图象求解即可.【详解】因为函数 ( ) ( 1) 0f x a x   有 2 个不相等的实数根， 

所以  y f x 和  1y a x  的图象有两个交点.作出函数

2
, 0

( )

ln ( 1), 0

x x x
f x

x x

  
 

 

的图象如图所示： 

当 1x   时，  
2

f x x x  ，   2 1f x x   ，  1 1f     ， 

要使函数  y f x 和  1y a x  的图象有两个交点，则 1a   ， 

当 1 0x   ，  
2

f x x x   ，   2 1f x x    ，  1 2 1 1f     ， 

当 0x  时，    ln 1f x x  ，过点  1, 0 与曲线的切点为   , ln 1m m  ， 

 
1

1
f x

x
 


，可得：

 ln 11

1 +1

m

m m





，所以 e 1m   ， 

所以切线斜率为
1

e
k  ，要使函数  y f x 和  1y a x  的图象有两个交点， 

由图可得
1

,1
e

a
 

  
 

, 
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当 0a  时，关于 x 的方程 ( ) ( 1) 0f x a x   有 2 个不相等的实数根. 

综上：  
1

( , 1) ,1 0
e

a 
 

     
 

. 

 

故选：A. 

51．（2023·天津·大港一中校联考一模）已知定义在R 上的函数  y f x 是偶函数，当 0x  时，

 

2 s in , 0 1
2

1 3
, 1

2 2

x

x x

f x

x


 




 
    

  

，若关于 x 的方程      
2

0 , Rf x a f x b a b      ，有且仅有 6 个不同实数根，则实数 a 的

取值范围是（    ） 

A．
3

4 ,
2

 
  

 
B．

7
4 ,

2

 
  

 
C．

7 7 3
4 , ,

2 2 2

   
       

   
 D．

3 2
4 , 1,

2 7

   
       

   
 

【答案】C【分析】由偶函数性质可以画出函数 ( )f x 的图像，关于 x 的方程      
2

0 , Rf x a f x b a b      有 6 个

不同的实数根，根据数形结合和韦达定理即可求得结果. 

【详解】由题意可知，函数 ( )f x 的图像如下图所示： 

 

根据函数图像，函数 ( )f x 在    , 1 , 0 ,1  上单调递增，在    1, 0 , 1,  上单调

递减； 

且 1x   时取最大值 2，在 0x  时取最小值 0，
3

2
y  是部分图像的渐近线. 

令 ( )f x t ，则关于 x 的方程      
2

0 , Rf x a f x b a b      即可写成  
2

0 , Rt a t b a b     

此时关于 t 的方程应该有两个不相等的实数根（其他情况不合题意）， 

设 1 2
,t t 为方程的两个实数根， 

显然，有以下两种情况符合题意： 

①当 1 2

3 3
0 , , , 2

2 2
t t

   
   
   

时，此时 1 2

3 7
( , )

2 2
a t t    ，则

7 3
( , )

2 2
a     

②当 1 2

3
2 , ( , 2 )

2
t t  时，此时 1 2

7
( , 4 )

2
a t t    ，则

7
( 4 , )

2
a     

综上可知，实数 a 的取值范围是
7 7 3

( 4 , ) ( , )
2 2 2

a       .故选：C. 

52．（2023·天津南开·统考一模）已知函数  
 

2
1 6 2 4 9 , 1,

1
1 , 1,

9

x x x

f x

f x x

   


 
 



则下列结论： 

①  
1 *

9 , N
n

f n n


   

②    
1

0 , ,x f x
x

    恒成立 
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③关于 x 的方程    Rf x m m  有三个不同的实根，则
1

1
9

m   

④关于 x 的方程    
1 *

9 N
n

f x n


  的所有根之和为
2

3

n
n  其中正确结论有（    ） 

A．1 个 B．2 个 C．3 个 D．4 个 

【答案】B 分析】根据已知递推可判定①正确；根据函数的变换规律，只需证明 0 1x  时，  
1

f x
x

 恒成立，作

差构造函数，求导结合
1

( ) 0
4

g  ，可判定②错误；作出函数的图形，结合图象，可判定③正确；结合每个区间的对

称轴，利用等差数列的求和公式，可判定④错误. 

【详解】由题意知，        
1

2 1

1 1 1
1 2 1 9

9 9 9

n

n
f n f n f n f n n




           ，所以①正确； 

又由上式知，要使得    
1

0 , ,x f x
x

    恒成立，只需满足 0 1x  时，  
1

f x
x

 恒成立，即
2 1

1 6 2 4 9x x
x

   ， 

即 3 2
1 6 2 4 9 1 0x x x    恒成立，令    

3 2
1 6 2 4 9 1, 0 ,1g x x x x x     ，则  

2
4 8 4 8 9g x x x    ， 

令   0g x  ，解得
1

4
x  或

3

4
x  ，当

1
( 0 , )

4
x  时，   0g x  ，  g x 单调递增；当

1 3
( , )

4 4
x  时，   0g x  ，  g x 单

调递减；当
3

( , )
4

x   时，   0g x  ，  g x 单调递增， 

当
1

4
x  时，函数  g x 取得极大值，极大值

1 1 1
0

14 4

4

g f
   

    
   

，
，所以②不正确；作出函数  f x 的图象，如图所

示， 

由图象可知，要使得方程    Rf x m m  有三个不同的实根， 

则满足    2 1f m f  ，即
1

1
9

m  ，所以③正确； 

由  
1

( 1)
9

f x f x  知，函数  f x 在  , 1n n  上的函数图象可以由  1,n n 上的图象向右平移一个单位长度，再将所

有点的横坐标不变，纵坐标变为原来的
1

9
倍得到， 

因为 2
1 6 2 4 9y x x   的对称轴为

3

4
x  ，故  

0
9f x  的两根之和为

3

2
， 

同理可得：  
1

9f x  的两个之和为
3

2
2
 ， ，  

1
9

n
f x


 的两个之和为

3
2 ( 1)

2
n  ， 

故所有根之和为
23 3 3 3

( 2 ) [ 2 ( 1)]
2 2 2 2

n n n        ，所以④不正确. 

故选：B. 

 

53．（2023·天津河东·一模）命题“有一个偶数是素数”的否定是（    ） 

A．任意一个奇数是素数 B．存在一个偶数不是素数 C．存在一个奇数不是素数 D．任意一个偶数都不是素数 

【答案】D 
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【详解】由于存在量词命题 : , ( )p x M p x  ，否定为 : , ( )p x M p x    .所以命题“有一个偶数是素数”的否定是“任

意一个偶数都不是素数”.故选：D 

54．（2023·天津河东·一模）在面积为 4 的扇形中，其周长最小时半径的值为（    ） 

A．4 B． 2 2  C．2 D．1 

【答案】C【分析】设扇形的半径为  0R R  ，圆心角为 ，根据扇形的面积公式将 用 R 表示，再根据扇形的弧

长和周长公式结合基本不等式即可得解.【详解】设扇形的半径为  0R R  ，圆心角为 ， 

则
21

4
2

R  ，所以
2

8

R
  ，则扇形的周长为

8 8
2 2 2 2 8R R R R

R R
      ， 

当且仅当
8

2 R
R

 ，即 2R  时，取等号，此时 2  ，所以周长最小时半径的值为 2 .故选：C. 

55．（2023·天津红桥·统考一模）某班级有 50 名学生，期末考试数学成绩服从正态分布  
2

1 2 0 ,N  ，已 ( 140) 0.2P X   ，

则 [1 0 0 ,1 4 0 ]X  的学生人数为（    ） 

A．5 B．10 C．20 D．30 

【详解】因为期末考试数学成绩服从正态分布  
2

1 2 0 ,N  ，所以期末考试数学成绩关于 1 2 0  对称， 

则 ( 1 4 0 ) ( 1 0 0 ) 0 .2P X P X    ，所以 (1 0 0 1 4 0 ) 0 .6P X   ，所以 [1 0 0 ,1 4 0 ]X  的学生人数为： 0 .6 5 0 3 0  人.故

选：D. 

56．（2023·天津红桥·统考一模）已知m n， 为两条不同的直线， ， 为两个不同的平面，则下列命题中正确的是（ ） 

A．m n m n       ， ， ， B． m n m n     ， ，  

C．m m n n    P， D． n m n m   ，  

【答案】D【详解】若 α∥β，m α，m β，则 m，n 可能平行也可能异面，故 B 错误；若 m⊥α，m⊥n，则 n∥α

或 n α，故 C 错误；若 m α，n α，m∥β，n∥β，由于 m，n 不一定相交，故 α∥β 也不一定成立，故 A 错误；

若 m∥n，n⊥α，根据线面垂直的第二判定定理，我们易得 m⊥α，故 D 正确. 

二、填空题 

57．（2023·天津河北·统考一模）截角四面体（亦称“阿基米德多面体”）的表面由四个正三角形和四个正六边形组成，

它是由一个正四面体分别沿每条棱的三等分点截去四个小正四面体而得到的几何体．若一正四面体的棱长为 3，则

由其截得的截角四面体的体积为______． 

【答案】
2 3 2

1 2

/
2 3

2
1 2

 

【分析】由题意可知截角四面体的体积等于大正面体的体积减去 4 个小正四面体的体积即可 

【详解】因为大正四面体的棱长为 3， 

所以正四面体的的一个底面面积为 23 9 3
3

4 4
  ，底面正三角形的高为

3 3 3
3

2 2
   

则正四面体的高为

2

2 3 3 2
3 6

2 3

 
   
 
 

， 
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所以大正四面体的体积为
1 9 3 9 2

6
3 4 4
   ， 

由题意可得四个角上的小正四面体的棱长为 1，则其底面面积为
3

4
，底面正三角形的高为为

3

2
，则小正四面体的

高为

2

2 3 2 6
1

2 3 3

 
   
 
 

，所以小正四面体的体积为
1 3 6 2

3 4 3 1 2
   ， 

所以截得的截角四面体的体积为
9 2 2 2 3 2

4
4 1 2 1 2

   ，故答案为：
2 3 2

1 2

 

58．（2023·天津南开·统考一模）如图，直三棱柱 1 1 1
A B C A B C- 的六个顶点都在半径为 1 的半球面上， A B A C ，侧

面 1 1
B C C B 是半球底面圆的内接正方形，则直三棱柱 1 1 1

A B C A B C- 的体积为___________. 

 

【答案】
2

2

 

【分析】底面正方形的对角线即球的直径，利用直三棱柱的性质及勾股定理可

以求得 1 1 1
A B C△ 的面积，从而求体积. 

【详解】如图所示，由题意知，球心在底面 1 1
B C C B 的中心 O 上，故 1

B C 为截面

圆的直径， 

则
1

2 , 2B C B C  ， 

取 1 1
B C 的中点 M ，连接 1

, , ,A M A O C O  

易知：底面 1 1
B C C B 中O M ∥

1 1

1 2
,

2 2
B B O M B B  ， 1 1

A M B C ， 

则O M  面 1 1 1
A B C ，即 A M O 为直角三角形，由勾股定理可得： 2 2 2

2
A M A O O M   ，故

1 1 1
1 1

1 1

2 2
A B C

S B C A M    所以
1 1 1

1

2

2
A B C

V S B B   故答案为：
2

2

 

 

59．（2023·天津河东·一模）如图所示，一个由圆锥和圆柱组成的玻璃容器，中间联通（玻璃壁厚度忽略不计），容

器中装有一定体积的水，圆柱高为 10，底面半径为 3，圆锥高为 h ，底面半径大于圆柱，左图中，圆柱体在下面，

液面保持水平，高度为 h ，右图中将容器倒置，水恰好充满圆锥，则圆锥底面的半径为________． 

 

【答案】3 3  

【分析】根据前后体积一致，列出计算式即可求解. 

【详解】
2 21

π 3 π
3

V h R h      
水

, 

解得 2
2 7 ,R  3 3R  . 
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故答案为：3 3  

60．（2023·天津和平·统考一模）直线 :l y x 与圆      
2 2 2

: 1 2 0C x y a a     交A ， B 两点，若 A B C 为等边三

角形，则 a 的值为______． 

【答案】
6

3

/
1

6
3

【分析】结合几何关系和点到直线的距离即可求解. 

【详解】由条件和几何关系可得圆心C 到直线 :l y x 的距离为
2

2
1 2

42

a
a


  ，解得

6

3
a  ．故答案为：

6

3

. 

61．（2023·天津·统考一模）直线 1 0x y   与圆 2 2
2 4 1 0x y x y     相交，所得的弦的长为__________. 

【答案】 2 2 【分析】写出圆的标准方程，然后利用弦长公式计算即得. 

【详解】因为圆 2 2
2 4 1 0x y x y     即：    

2 2

1 2 4x y    ，则圆心( )1, 2- 到直线 1 0x y   的距离：

1 2 1
2

1 1

d
 

 


，由弦长公式可得弦长为： 2 2

2 2 4 2 2 2r d    .故答案为： 2 2 . 

62．（2023·天津河东·一模）已知直线 2 0x y   与圆 2 2
2 2 0x y x y a     相切，则满足条件的实数 a 的值为

________． 

【答案】0【分析】先根据方程 2 2
2 2 0x y x y a     表示圆求出 a 的范围，再由圆心到直线的距离等于半径求解

即可.【详解】解：因为方程 2 2
2 2 0x y x y a     表示圆， 

所以 4 4 4 0a   ，解得 2a  ， 

因为圆 2 2
2 2 0x y x y a     的圆心为 ( 1,1) ，半径

8 4
2

2

a
R a


   ，又因为直线 2 0x y   与圆

2 2
2 2 0x y x y a     相切，所以圆心 ( 1,1) 到直线的距离

2
2

2

d   ，所以 2 2R a   ，解得 0a  ，满足

2a  . 

故答案为：0 

63．（2023·天津红桥·统考一模）已知两圆 2 2
1 0x y  和 2 2

( 1) ( 3) 2 0x y    相交于 A B， 两点，则直线 A B 的方程

是_____．【答案】 3 0x y   

【详解】试题分析： 两圆为 2 2
1 0x y  ①，    

2 2

1 3 2 0x y    ②， ② ① 可得 3 0x y  ，所以公共弦 A B 所在

直线的方程为 3 0x y  ． 

64．（2023·天津·大港一中校联考一模）若直线 l ： 3 9 0x y   被圆C ： 2 2
2 0x y x m    截得线段的长为 6，则

实数m 的值为______. 

【答案】24【分析】把圆的一般方程化为圆的标准方程，利用点到直线的距离公式以及勾股定理进行求解. 

【详解】把圆C ： 2 2
2 0x y x m    化为标准方程有： 2 2

( 1) 1x y m    ，所以圆心 ( 1, 0 )C  ，半径 1r m  ，又

直线 l ： 3 9 0x y   ， 
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所以圆心C 到直线的距离为
2 2

| 1 0 9 |
4

1 ( 3 )

d
  

 

 
，因为直线 l ： 3 9 0x y   被圆C ： 2 2

2 0x y x m    截得线段

的长为 6，根据勾股定理有： 2 2 2
3d r  ，解得 = 5r ， 

所以 1 5r m   ，解得 2 4m  .故答案为：24. 

65．（2023·天津·校联考一模）已知圆经过  3, 0 和 ( )1, 2- ，圆心在直线 2 1 0x y   上，则圆的标准方程为________. 

【答案】  
2 2

1 4x y    

【分析】求出  3, 0 和 ( )1, 2- 连接的线段的垂直平分线，与 2 1 0x y   可得圆心坐标，从而可求圆的标准方程. 

【详解】  3, 0 和 ( )1, 2- 的中点坐标为  
3 1 0 2

, 2 , 1
2 2

  
  

 
，过  3, 0 和 ( )1, 2- 的斜率为

 0 2
1

3 1

 



， 

故该两点连接的线段的垂直平分线为  1 2y x    ，即 1 0x y   . 

联立
2 1 0

1 0

x y

x y

  


  

，可得
1

0

x

y






，即圆心坐标为  1, 0 .故半径为 3 1 2  .所以所求圆的标准方程为  
2 2

1 4x y   . 

66．（2023·天津·校联考一模）已知圆
2 2

1
: 4C x y  与圆

2 2

2
: 8 6 0C x y x y m     外切，此时直线 : 0l x y  被圆 2

C

所截的弦长_________． 

【答案】 3 4 【分析】将圆 2
C 的方程写成标准形式，然后根据两圆外切，可得圆心距离为半径之和，可得m ，接

着计算 2
C 到直线的距离，最后根据圆的弦长公式计算可得结果.【详解】由题可知：

2 2

1
: 4C x y   

2 2

2
: 8 6 0C x y x y m     ，即    

2 2

4 3 2 5    x y m 且 2 5 0 2 5   m m  

由两圆向外切可知    
2 2

4 0 3 0 2 2 5       m ，解得 1 6m  所以 2
:C    

2 2

4 3 9x y     

2
C 到直线的距离为

2 2

4 3 1

21 1


 



d ，设圆 2
C 的半径为 R  

则直线 : 0l x y  被圆 2
C 所截的弦长为 2 2 1

2 2 9 3 4
2

   R d 故答案为： 3 4  

67．（2023·天津河西·统考一模）与直线 4 0x y   和圆 2 2
2 2 0x y x y    都相切的半径最小的圆的方程是

___________． 

【答案】    
2 2

1 1 2x y     

【分析】根据题意可知所求圆与圆 2 2
2 2 0x y x y    外切，且在直线 4 0x y   与圆 2 2

2 2 0x y x y    之间，

结合圆的性质求圆心和半径.【详解】因为圆 2 2
2 2 0x y x y    的圆心  1,1C  ，半径为 2 ， 

圆心  1,1C  到直线 4 0x y   的距离
 

22

1 1 4
3 2

1 1

d
  

 

 
， 
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可知所求最小圆的半径
3 2 2

2
2

r


  ， 

设与直线 4 0x y   垂直的直线方程为 : 0l x y m   ， 

又因为直线 l 过圆心  1,1C  ，则 1 1 0   m ， 

即 0m  ，则 : 0l x y  ，联立方程
0

4 0

x y

x y

 


  

，解得
2

2

x

y




 

， 

即 0x y  与 4 0x y   的交点  2 , 2M  ， 

设所求圆的圆心为    , 2a a a  ，则
 

 
22

4
2

1 1

a a  


 
，解得 1a  或 3a  （舍去），即圆心为( )1, 1- ， 

故所求圆的方程为    
2 2

1 1 2x y    .故答案为：    
2 2

1 1 2x y    . 

68．（2023·天津和平·耀华中学校考一模）圆 2 2
4 0x y   与圆 2 2

4 4 1 2 0x y x y     的公共弦的长为_________． 

【答案】 2 2 【分析】将两圆方程作差可得出相交弦所在直线的方程，求出圆 2 2
4 0x y   的圆心到相交弦所在直

线的距离，利用勾股定理可求得相交弦长. 

【详解】将圆 2 2
4 0x y   与圆 2 2

4 4 1 2 0x y x y     的方程作差可得 2 0x y   ， 

所以，两圆相交弦所在直线的方程为 2 0x y   ，圆 2 2
4 0x y   的圆心为原点O ，半径为 2r  ， 

原点O 到直线 2 0x y   的距离为
2

2

2

d   ，所以，两圆的公共弦长为 2 2
2 2 2r d  .故答案为： 2 2 . 

69．（2023·天津和平·耀华中学校考一模）已知1 4a  ，则
1

4 1

a

a a


 
的最小值是______． 

【答案】2 【分析】变形条件等式得  
1 1 4 1

4 1 1
4 1 3 4 1

a
a a

a a a a

 
       

    
，然后展开，利用基本不等式求最

小值.【详解】 1 4a  ， 

4 0 , 1 0a a     ， 

 
1 4 1 1 4 1

1 4 1 1
4 1 4 1 3 4 1

a
a a

a a a a a a

 
           

      
 

   4 1 4 11 4 1 4
5 1 5 2 1 2

3 4 1 3 4 1

a aa a

a a a a

    
          
       

，当且仅当
 4 1 4

4 1

a a

a a

 


 
，即 2a  时等号成立， 

1

4 1

a

a a
 

 
的最小值是 2 .故答案为： 2 . 

70．（2023·天津·校联考一模）已知 0a  ， 0b  ，且 1a b  ，则
1 1 1

a b a b
 


的最小值为__________. 

【答案】
5

2
/ 2 .5  

【分析】由基本不等式分析 2 2a b a b   ，换元结合对勾函数性质可求最小值. 

【详解】由题意，
1 1 1 1 1a b

a b
a b a b a b a b a b


      

  
， 
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因为 2 2a b a b   ，令  2t a b t   ，
1

y t
t

  ， 

由对勾函数性质可知，当 2t  时， y 有最小值
5

2
，当且仅当 1a b  时取到， 

故
1 1 1

a b a b
 


的最小值为

5

2
.故答案为：

5

2
 

71．（2023·天津南开·统考一模）已知实数 0 , 0 , 1a b a b    ，则 2 2
a b
 的最小值为___________. 

【答案】 2 2 【分析】运用基本不等式求和的最小值即可. 

【详解】∵ 0a  ， 0b  ， 1a b  ，∴ 2 2 2 2 2 2 2 2 2
a b a b a b
     ，当且仅当 2 2

a b
 即

1

2
a b  时取等号. 

72．（2023·天津·大港一中校联考一模）已知 ab＝
1

2
，a，b∈（0，1），则

1 4

1 1a b


 
的最小值为________, 

【答案】1 0 4 2  

【解析】由已知条件可得
1 4

1 1a b


 

1 2
2 ( )[( 2 2 ) ( 2 1)] 4

2 2 2 1
a a

a a
     

 

2 1 2 ( 2 2 )
2[1 2 ] 4

2 2 2 1

a a

a a

 
    

 
，然后

利用基本不等式可得答案 

【详解】∵ab＝
1

2
，a，b∈（0，1），∴

1

2
b

a
 ， 

∴1﹣a＞0，1﹣b＝1﹣
1

2 a
＞0，∴2a﹣1＞0， 

∴

1 4 1 4 1 8

11 1 1 1 2 1
1

2

a

a b a a a

a

    
    


，

1 4 ( 2 1) 4

1 2 1

a

a a

 
 

 
，

1 4
4

1 2 1a a
  

 
， 

2 4
4

2 2 2 1a a
  

 
，

1 2
2 ( ) 4

2 2 2 1a a
  

 
，

1 2
2 ( )[( 2 2 ) ( 2 1)] 4

2 2 2 1
a a

a a
     

 
， 

2 1 2 ( 2 2 )
2[1 2 ] 4

2 2 2 1

a a

a a

 
    

 
，

2 1 2 ( 2 2 )
2[3 2 ] 4

2 2 2 1

a a

a a

 
   

 
＝2（3+2 2 ）+4＝10+4 2 ， 

当且仅当
2 1 2 ( 2 2 )

2 2 2 1

a a

a a

 


 
时，即

3 2

2
a


 时取等号，故

1 4

1 1a b


 
的最小值为1 0 4 2 ，故答案为：1 0 4 2  

73．（2023·天津红桥·统考一模）已知 , Rx y


 ，则
4y x

x x y



的最小值为___________． 

【答案】 3 【分析】将不等式变为
4y x

x x y




4
1

y x x

x x y


  


，再由基本不等式即可得出答案. 

【详解】
4 4 4 4

1 2 1 3
y x y x x x y x x y x x

x x y x x y x x y x x y

   
         

   
,当且仅当

4y x x

x x y





，即 y x 时取等. 

74．（2023·天津和平·统考一模）若实数 x、y 满足 2 2
1x y xy   ，则 +x y 的最大值是______． 

【答案】
2 3

3

 

【详解】  

2

22 2
1 1

2

x y
x y x y x y x y

 
         

 

，解得
2 3 2 3

3 3
x y    ，当

3

3
x y  时，取得最大值. 

75．（2023·天津红桥·统考一模）某项选拔共有三轮考核，每轮设有一个问题，能正确回答问题者进入下一轮考试，

否则即被淘汰．已知某选手能正确回答第一、二、三轮的问题的概率分别为
4

5
，

3

5
，

2

5
，且各轮问题能否正确回答
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互不影响，则该选手被淘汰的概率为_________． 

【答案】
1 0 1

1 2 5
 

【分析】设事件 ( 1, 2 , 3)
i

A i  表示“该选手能正确回答第 i 轮的问题”，选手被淘汰，考虑对立事件，代入

1 2 3
( ), ( ), ( )P A P A P A 的值，可得结果； 

【详解】记“该选手能正确回答第 i 轮的问题”为事件 ( 1, 2 , 3)
i

A i  ，则      1 2 3

4 3 2
, ,

5 5 5
P A P A P A   . 

该选手被淘汰的概率：
1 1 2 1 2 3 1 1 2 1 2 3

( ) ( ) ( )( ) ( )( )( )P P A A A A A A P A P A A P A A A       
1 4 2 4 3 3 1 0 1

5 5 5 5 5 5 1 2 5
        

76．（2023·天津和平·耀华中学校考一模）高三年级某 8 位同学的体重分别为 90，100，110，120，140，150，150，

160（单位： k g ），现在从中任选 3 位同学去参加拔河，则选中的同学中最大的体重恰好为这组数据的第 70 百分位

数的概率是__________． 

【答案】
2 5

5 6
 

【分析】利用第 p 百分位数的定义及求法得到第 70 百分位数，根据古典概型的概率计算公式，组合数公式计算可

得概率.【详解】因为8 7 0 % 5 .6  ， 

  第 70 百分位数是第六个数，即 150 ， 

  事件 A  “选中的同学中最大体重恰好为这组数据的第 70 百分位数”的概率
1 2 2 1

2 5 2 5

3

8

C C C C 2 5
( ) .

C 5 6
P A


   

77．（2023·天津·统考一模）设 Ra  .对  0 ,x   ，用  f x 表示
2

2
lo g , 2 1x x x   中的较大者.若关于 x 的方程

  0f x x a   恰有 1 个实数根，则 a 的取值范围为__________. 

【答案】
1 3

(1, 3 ) ( , )
4

  

【分析】设
2

2
g ( )= lo g , ( ) 2 1x x h x x x    ，等价于函数 ( )y f x 的图象与 y x a   的图象恰有一个交点.作出函数

( )f x 的图象，通过抛物线的切线求出切线的 a 的值，数形结合分析即得解. 

【详解】设
2

2
g ( )= lo g , ( ) 2 1x x h x x x    .由   0f x x a   得  f x x a   ， 

所以函数 ( )y f x 的图象与 y x a   的图象恰有一个交点.作出函数 ( )f x 的图象，如图所示. 

抛物线的顶点的横坐标为
 

2
1,

2 1
x   

 
纵坐标为 1 2 1 2    ，所以 (1, 2 )A . 

当 2x  时，
2

2 2
lo g lo g 2 1, 2 1 1,x x x      所以点 ( 2 ,1)B 是抛物线和对数函数图象的交点. 

设抛物线的切点C 坐标为 0 0
( , )x y ， 0 0 0 0

3 7
( ) 2 2 , ( ) 2 2 1, ,

2 4
h x x h x x x y             . 

所以切点C 坐标为
3 7

( , )
2 4

，所以
7 3 1 3

,
4 2 4

a a     . 

所以当
1 3

4
a  时，函数 ( )y f x 的图象与 y x a   的图象恰有一个交点. 
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由题得直线 AB 的斜率为
2 1

1
1 2


 


. 

当 0x  时， (0 ) 1h  ，所以1 0 , 1a a     . 

当 1, 2x y  时， 2 1 , 3a a     . 

所以当1 3a  时，函数 ( )y f x 的图象与 y x a   的图象恰有一

个交点. 

综上，当1 3a  或
1 3

4
a  时，函数 ( )y f x 的图象与 y x a   的

图象恰有一个交点. 

故答案为：
1 3

(1, 3 ) ( , )
4

  

78．（2023·天津·校联考一模）定义函数     
     

     

,
m in ,

,

f x f x g x
f x g x

g x f x g x

 
 



，设

   
2

m in 1 1 , 3 8     h x x x a x a ，若   0h x  含有 3 个不同的实数拫，则实数 a 的取值范围是______． 

【答案】
8

4
3

a    或 8a    

【分析】由于方程   1 1 0   f x x 有两个实数根，所以  
2

3 8 0    g x x a x a 有两个相等的实根或者两个相

异的实根，若   0h x  含有 3 个不同的实数拫，结合函数的图象，分情况进行讨论   0g x  根的情形得出结果. 

【详解】设   1 1f x x   ，  
2

3 8   g x x a x a ，由   1 1 0   f x x ，解得 1
0x  ，

2
2x  ； 

由于   0h x  含有 3 个不同的实数拫，所以  
2

3 8 0    g x x a x a 有两个相等的实根或者两个相异的实根， 

则  
2

4 3 8 0     a a ，即 2
1 2 3 2 0  a a ，解得 8a   ，或 4a   . 

当 8a   时，  
2

08 1 6  g x x x ，解得 3
4x  ，又  2 4 0   g a ，满足题意； 

当 8a   时，如下图，  g x 的对称轴方程 4
2

a
x    ，  2 4 0   g a ，则   0h x  有 4 个根，不合题意，舍去； 

 

当 4a   时，  
2

04 4  g x x x ，解得 3
2x  ，即  2 0g  ，   0h x  含有 2

个不同的实数拫，不满足题意； 

当 4a   时， 如下图，  2 4 0   g a ，若   0h x  含有 3 个不同的实数拫，

则  0 3 8 0   g a ，解得
8

4
3

a    ； 

 

综上，
8

4
3

a    或 8a   . 
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79．（2023·天津河北·统考一模）设 k  R ，函数  

2
1, 0

e , 0
x

k x x x
f x

k x x

   
 

 

，若  f x 恰有两个零点，则 k 的取值范围是

______. 

【答案】  e ,    

【分析】分析可知  0 0f  ，令  
2

1 1
, 0

e
, 0

x

x
x x

g x

x
x


 




 

 


，由参变量分离法可知，直线 y k 与函数  g x 的图象有两个

交点，利用导数分析函数  g x 的单调性与极值，数形结合可得出实数 k 的取值范围. 

【详解】因为  

2
1, 0

e , 0
x

k x x x
f x

k x x

   
 

 

，  
0

0 e 1f   ， 

当 0x  时，由   0f x  可得 2
1 0k x x   ，可得

2

1 1
k

x x
  ， 

当 0x  时，由   0f x  可得 e 0
x

k x  ，可得
e

x

k
x

 ， 

令  
2

1 1
, 0

e
, 0

x

x
x x

g x

x
x


 




 

 


，则直线 y k 与函数  g x 的图象有两个交点， 

当 0x  时，  
2 3 3

1 2 2
0

x
g x

x x x

 
      ，此时函数  g x 单调递减， 

当 0x  时，  
 

2

e 1
x

x
g x

x


  ，由   0g x  可得 0 1x  ，由   0g x  可得 1x  ， 

所以，函数  g x 在  0 ,1 上单调递减，在  1,  上单调递增， 

所以，函数  g x 的极小值为  1 eg  ， 

且当 0x  时，  
2

1 1
0g x

x x
   ，当 0x  时，  

e
0

x

g x
x

  ，如下图所示： 

 

由图可知，当 ek  时，直线 y k 与函数  g x 的图象有两个交点，此时函数  f x 有两个零点， 

因此，实数 k 的取值范围是  e ,   . 

80．（2023·天津·校联考一模）已知函数  y f x 是定义域为R 的偶函数，当 0x  时，

 

 

5 π
s in 0 1

4 2
( )

1
1 1

4

x

x x

f x

x

  
  

 
 

 
  

 

，

若关于 x 的方程  
2

( ) ( ) 0 ( , )f x a f x b a b R    有且仅有 6 个不同的实数根，则实数 a 的取值范围是________． 

【答案】
9 9 5

(1, ) ( , )
4 4 2

  
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【详解】关于 x 的方程    
2

0f x a f x b    
 

( , R )a b  有且仅有 6 个不同的实数根，设 ( )t f x ， 

则当 0t  ，方程 ( )t f x 有 0 个根， 0t ，方程 ( )t f x 有1个根， 

当 0 1t  或
5

4
t  ，方程 ( )t f x 有 2 个根，当

5
1

4
t  ，方程 ( )t f x 有 4 个根， 

当
5

4
t  ，方程 ( )t f x 有 0 个根；则 2

0t a t b   必有两个根 1
t 、 2

t ，有两种情况符

合题意： 

①
1

5

4
t  ，且 2

t 
5

1,
4

 
 
 

，此时 1 2
a t t  ，则

9 5
( , )

4 2
a  ； 

②  1
0 ,1t  ， 2

5
1,

4
t

 
  
 

，此时 1 2

9
(1, )

4
a t t   ，综上可得 a 的范围是

9 9 5
(1, ) ( , )

4 4 2
 ， 

故答案为：
9 9 5

(1, ) ( , )
4 4 2

 ． 

【点睛】复合函数零点个数问题处理思路：①利用换元思想，设出内层函数；②分别作出内层函数与外层函数的图

象，分别探讨内外函数的零点个数或范围；③内外层函数相结合确定函数交点个数，即可得到复合函数在不同范围

下的零点个数． 

81．（2023·天津河西·统考一模）已知  

2

1

2 , 0

e , 0
x

a x x x
f x

x


   
 



，且函数 ( ) 1y f x  恰有3 个不同的零点，则实数 a 的

取值范围是______． 

【答案】  0 ,1  

【详解】当 0x  时，  
1

e
x

f x


 ，所以由 1

( ) 1 e 1 0
x

y f x


     得 1x  ， 

所以当 0x  时，  
2

1 2 1 0f x a x x      恰有 2 个不同的零点， 

令    
2

1 2 1g x f x x x a       ，则  g x 在 0x  时恰有 2 个不同的零点， 

可得
 

 
2

Δ 4 4 1 0

0 0 2 0 1 0

a

g a

    


     

，解得 0 1a  ，综上，实数 a 的取值范围是 0 1a  . 

【点睛】方法点睛：已知函数有零点（方程有根）求参数值（取值范围）常用的方法： 

（1）直接法：直接求解方程得到方程的根，再通过解不等式确定参数范围； 

（2）分离参数法：先将参数分离，转化成求函数的值域问题加以解决； 

（3）数形结合法：先对解析式变形，进而构造两个函数，然后在同一平面直角坐标系中画出函数的图象，利用数

形结合的方法求解. 

82．（2023·天津和平·统考一模）

6

3

1 2
x

x x

 
  
 

的展开式中常数项为__________. 

【答案】60 

【分析】根据题意结合二项展开式的通项公式分析运算. 
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【详解】∵

6

2
x

x

 
 

 

展开式第 1r  项
3

6
6 2

1 6 6
, 0 ,1, 2 , 3

2
C C , 42 , 5 , 6

r

r
r r r r

r
T x rx

x






 
  

 

 ，∴当 2r  时，

2 2 3 3

3 6
C 2 6 0T x x  ，故展开式中常数项为

3

3

1
6 0 6 0x

x
  .故答案为：60. 

三、双空题 

83．（2023·天津和平·统考一模）先后掷两次骰子（骰子的六个面上的点数分别是 1､2､3､4､5､6），落在水平桌面后，

记正面朝上的点数分别为 x､y，记事件 A 为“ x y 为偶数”，事件 B 为“x､y 中有偶数且 x y ”，则概率 ( )P A 

___________， ( | )P B A  ___________. 

【答案】     
1

2
/0.5     

1

3
 

【详解】解：若 x y 为偶数，则 x 、 y 全为奇数或全为偶数，所以，  
3 3 2 1

6 6 2
P A

 
 


， 

事件 A B 为“ x y 为偶数且 x 、 y 中有偶数， x y ”，则 x 、 y 为两个不等的偶数，所以，  
3 2 1

6 6 6
P A B


 


， 

因此，  
 

 

1

3

P A B
P B A

P A
  .故答案为：

1

2
；

1

3
. 

84．（2023·天津·统考一模）袋中装有大小､形状完全相同的 2 个白球和 4 个红球，每次抽取 1 个球.若无放回的抽取，

已知第一次抽到白球的条件下，第二次抽到白球的概率是__________；若有放回的抽取，则在 3 次抽取中恰有 2 次

抽到白球的概率是__________. 

【答案】     
1

5
     

2

9
 

【详解】设第一次抽到白球为事件A ，第二次抽到白球为事件 B ，则在第一次抽到白球的条件下，第二次抽到白球

的概率为  P B A ，因为  
2 1

6 3
P A   ，  

2 1 1

6 5 1 5
P A B    ，所以  

 

 

1

11 5

1 5

3

P A B
P B A

P A
   . 

若有放回的抽取，设在 3 次抽取中抽到的白球个数为 X ，则服从二项分布，即
1

3,
3

X B
 
 
 

，所以

 

2

2

3

1 1 2
2 C 1

3 3 9
P X

   
       

   

.故答案为: 
1

5
;

2

9
. 

85．（2023·天津河东·一模）甲、乙两名射手射中 10 环的概率分别为
1

2
、

1

3
（两人射中 10 环与否相互独立），已知

两人各射击 1 次．两人都射中 10 环的概率为________；两人命中 10 环的总次数为 X ，则随机变量 X 的期望为

________． 

【答案】     
1

6
     

5

6
 

【详解】互斥事件同时发生： 1 2

1

6

1 1

32
P P P    ； 

由题意可得 0 ,1, 2X 
1 2 1

( 0 )
2 3 3

P X     ；,
1 2 1 1 1

( 1)
2 3 2 3 2

P X       ；，
1 1 1

( 2 )
2 3 6

P X     ； 
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 
1 1 5

0 1 2
3 2 6 6

1
E x        ；故答案为：

1

6
；

5

6
； 

86．（2023·天津·大港一中校联考一模）口袋中有 4 个黑球、 3 个白球， 2 个红球，从中任取 2 个球，每取到一个黑

球记 0 分，每取到一个白球记1分，每取到一个红球记 2 分，用 表示得分数，则  2P    ________，  E  

________. 

【答案】     
1 1

3 6
     

1 4

9
 

【详解】解：“ 2  ”表示取出的 2 球为“1黑1红”或“ 2 白”，所以，  

1 1 2

4 2 3

2

9

C C C 1 1
2

C 3 6
P 


   ； 

由题意可知，随机变量 的可能取值有 0 、1、 2 、3 、 4 ， 

则  

2

4

2

9

C 1
0

C 6
P     ，  

1 1

4 3

2

9

C C 1
1

C 3
P     ，  

1 1 2

4 2 3

2

9

C C C 1 1
2

C 3 6
P 


   ， 

 

1 1

3 2

2

9

C C 1
3

C 6
P     ，  

2

2

2

9

C 1
4

C 3 6
P     . 

所以，随机变量 的分布列如下表所示： 

  0  1  2  3  4  

P  
1

6
 

1

3
 

1 1

3 6
 

1

6
 

1

3 6
 

因此，  
1 1 1 1 1 1 1 4

0 1 2 3 4
6 3 3 6 6 3 6 9

E             . 

87．（2023·天津南开·统考一模）假设某市场供应的灯泡中，甲厂产品占 6 0 % ，乙厂产品占 4 0 % ，甲厂产品的合格

率为 9 0 % ，乙厂产品的合格率为8 0 % ，在该市场中购买甲厂的两个灯泡，则恰有一个是合格品的概率为___________；

若在该市场中随机购买一个灯泡，则这个灯泡是合格品的概率为___________. 

【答案】     0 .1 8 /
9

5 0
     0 . 8 6/

4 3

5 0
 

【详解】在该市场中购买甲厂的两个灯泡，恰有一个是合格品的概率为
1

2
C 0 .9 0 .1 0 .1 8   ， 

若在该市场中随机购买一个灯泡，则这个灯泡是合格品的概率为 0 .6 0 .9 0 .4 0 .8 0 .8 6    . 

88．（2023·天津·校联考一模）袋子中装有 n 个白球，3 个黑球，2 个红球，已知若从袋中每次取出 1 球，取出后不

放回，在第一次取到黑球的条件下，第二次也取到黑球的概率为
1

3
，则 n 的值为______，若从中任取 3 个球，用 X

表示取出 3 球中黑球的个数，则随机变量 X 的数学期望  E X  ______． 

【答案】     2     
9

7
 

【详解】设第一次取得黑球为事件A ，第二次取得黑球为事件 B ， 

则  
3 3

3 2 5
P A

n n
 

  
，  

   

3 3 1 6

3 2 3 2 1 5 4
P A B

n n n n


  

      
， 
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故第一次取到黑球的条件下，第二次也取到黑球的概率为  
 

 

2

4

P A B
P B A

P A n
 


， 

令
2 1

4 3n



，解得 2n  ， 

X 的可能取值为 0,1,2,3， 

 

3

4

3

7

C 4
0

C 3 5
P X    ，  

2 1

4 3

3

7

C C 1 8
1

C 3 5
P X    ，  

1 2

4 3

3

7

C C 1 2
2

C 3 5
P X    ，  

0 3

4 3

3

7

C C 1
3

C 3 5
P X    ， 

则  
4 1 8 1 2 1 9

0 1 2 3
3 5 3 5 3 5 3 5 7

E X          .故答案为：2，
9

7
 

89．（2023·天津河北·统考一模）盒子里装有同样大小的 4 个白球和 3 个黑球，甲先从中取 2 球（不放回），之后乙

再从盒子中取 1 个球.（1）则甲所取的 2 个球为同色球的概率为____________；（2）设事件M 为“甲所取的 2 个球

为同色球”， N 事件为“乙所取的球与甲所取的球不同色”，则在事件M 发生的条件下，求事件 N 发生的概率

 P N M  ____________. 

【答案】     
3

7
；     

2

3
. 

【详解】解：（1）设事件 A 为“甲所取的 2 个球为同色球” 

所以
2 2

4 3

2

7

C C 9 3
( )

C 2 1 7
P M


   . 

（2）
1 22 1

3 34 4

2 1 2 1

7 5 7 5

C CC C 6 3 3 4 2
( )

C C C C 2 1 5 2 1 5 7
P M N          ，  

 
2

27

3( ) 3

7

P N M
P N M

P M
   .故答案为：

3

7
；

2

3
. 

90．（2023·天津·校联考一模）为了组建一支志愿者队伍，欲从 3 名男志愿者，3 名女志愿者中随机抽取 3 人聘为志

愿者队的队长，则在“抽取的 3 人至少有一名男志愿者”的前提下“抽取的 3 人中全是男志愿者”的概率是________，

若用 X 表示抽取的三人中女志愿者的人数，则  E X  ________. 

【答案】     
1

1 9
     1 . 5/

3

2
 

【分析】令事件 A  “抽取的 3 人至少有一名男志愿者”，事件 B  “抽取的 3 人中全是男志愿者”，由条件概率公式

得出第一空，由 X 的可能取值以及对应概率得出期望. 

【详解】设事件 A  “抽取的 3 人至少有一名男志愿者”，事件 B  “抽取的 3 人中全是男志愿者” 

3 3 3

6 3 3

3 3

6 6

C C C1 9 1
( ) , ( )

C 2 C 2 00
P A P A B


    ，则

( ) 1 2 0 1
( )

( ) 2 0 1 9 1 9

P A B
P B A

P A
   ∣ ， 

即在“抽取的 3 人至少有一名男志愿者”的前提下“抽取的 3 人中全是男志愿者”的概率是
1

1 9
. 

X 可取 0 ,1, 2 , 3 ，
6

23

3 3 3

3 3

6

1
C C C1 9

( 0 ) , ( 1)
C 2 0 C 2 0

P X P X       
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2 3

3 3 3

3 3

6 6

1
C C C9 1

( 2 ) , ( 3 )
C 2 0 C 2 0

P X P X      ，则
0 1 1 9 2 9 3 1 3 0

( ) 1 .5
2 0 2 0

E X
      

   故答案为：
1

1 9
；1 .5  

91．（2023·天津河西·统考一模）某校高三 1 班第一小组有男生 4 人，女生 2 人，为提高中学生对劳动教育重要性的

认识，现需从中抽取 2 人参加学校开展的劳动技能学习，恰有一名女生参加劳动学习的概率则为______________；

在至少有一名女生参加劳动学习的条件下，恰有一名女生参加劳动学习的概率______________． 

【答案】     
8

1 5
     

8

9
 

【分析】应用组合数，超几何分布的概率求法求恰有一名女生参加、至少有一名女生参加的概率，进而求至少有一

名女生参加条件下，恰有一名女生的概率（条件概率）. 

【详解】由题设，抽取 2 人，恰有一名女生参加，其概率
1 1

4 2

2

6

C C 8

C 1 5
 ， 

至少有一名女生参加，事件含恰有一名女生、2 人都是女生，其概率
2 1 2

2 4 2

2

6

C C C 3

C 5


 ， 

所以，在至少有一名女生参加条件下，恰有一名女生的概率
8 3 8

1 5 5 9
  . 

故答案为：
8

1 5
，

8

9
 

92．（2023·天津河西·统考一模）在梯形 A B C D 中， / /A B C D ，且 2AB CD ，M ，N 分别为线段 D C 和 A B 的中点，

若 A B a ， A D b ，用 a ， b 表示M N  __________．若M N B C ，则 D A B 余弦值的最小值为__________． 

【答案】     
1

4
a b      

2 2

3

 

【分析】空（1）使用向量线性运算求解即可； 

空（2）以 a 与b 为基底，用数量积的形式表示出M N B C ，再由基本不等式

求解即可. 

【详解】如图，由已知，M N A N A M   
1

2
A B A D D M  

1 1

2 2
A B A D D C  

1 1 1

2 2 2
A B A D A B   

1

4
A B A D 

1

4
a b  .∴M N

1

4
a b  . 

设 D A B   ，即 a 与b 的夹角为 ， 

B C B A A D D C  
1

2
A B A D A B   

1

2
A B A D  

1

2
a b   ， 

若M N B C ，则 0M N B C  ， 

∴
1 1

4 2
a b a b

   
      

   

2 21 3

8 4
a a b b    

221 3
c o s

8 4
a a b b    0 ， 

又∵ 0a  ， 0b  ，∴由基本不等式， 

∴

22

8

c o s

6

a b

a b







8

66

ba

ab

 

8 2 2
2

6 36

ba

ab

   . 
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当且仅当
8

66

ba

ab

 ，即 2 2a b 时，等号成立. 

【点睛】关键点睛：解决本题第 2 空的关键，是用以 D A B 为夹角的两个向量作为基底，将垂直关系转化为数量积

的形式，再借助基本不等式求解. 

93．（2023·天津·校联考一模）在△ ABC 中， 3A B A C  ， 4A D B D ， 2C E D A ， 8A E C D   ，则 co s B A C 

___________，若动点 F 在线段 AC 上，则 D F E F 的最小值为___________. 

【答案】     
1

2
/0.5     6  

【分析】第一空：用 ,A C A D 分别表示出 ,A E C D ，再由数量积的定义及运算律即可求出 c o s B A C ； 

第二空：设 (0 1)A F A C    ，用 ,A C A D 分别表示出 ,D E E F ，由数量积的定义及运算律表示出 D F E F ，结合

二次函数求出最小值. 

【详解】 

第一空： 4A D A B B D B D   ，则 3A B B D ，则 4A D ，又

1 1

2 2
A E A C C E A C D A A C A D      ，

C D C A A D A C A D     ，故

 
2 21 3 1

2 2 2
A AE C D A C A D C A D A C A C A D A D

 
     



  




3

9 3 4 c o s 8 8
2

B A C          ，解得

1
c o s

2
B A C  ； 

第二空：设 (0 1)A F A C    ， D F D A A F A D A C     ，  
1

1
2

E F E C C F A D A C     ，则

     
2 21 1 1

1 1 1
2 2 2

D F E F A D A C A D A C A D A D A C A C    
   

               
   

 

 

2

21 2
8 6 1 9 1 9 1 2 2 9 6

2 3
     

   
              

   

，当
2

3
  时， D F E F 取得最小值 6 . 

94．（2023·天津河北·统考一模）在矩形 A B C D 中，若 1A B  ，
1

3
B E B C ，且 AB AE AD AE   ，则 A D 的值为______，

A E A C 的值为______. 

【答案】     3      2  

【详解】如图建立平面直角坐标系，设 A D a ，则  0,0A ，  1 0B , ，  0 ,D a ，  1,C a ， 

因为
1

3
B E B C ，所以 1,

3

a
E
 
 
 

，所以  1, 0A B  ， 1,
3

a
A E

 
  
 

，  0 ,A D a ， 

所以 1A B A E  ，
2

3

a
A E A D  ，因为 A B A E A D A E   ，所以

2

1
3

a
 ，解得 3a  或

3a   （舍去），所以  1, 3A C  ，
3

1,
3

A E
 

  
 
 

，所以
3

1 1 3 2
3

A C A E      . 
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95．（2023·天津南开·统考一模）在平面四边形 A B C D 中，
1

1
2

A B B C C D D A D C B A B C      ， ，则 A C 

___________； B D C D  ___________. 

【答案】     1      
3

1
2

  

【详解】∵
1

1,
2

A B B C C D B A B C     ， 

又
1

c o s
2

B A B C B A B C B   ，故
1

c o s
2

B  ， 

∵ 0 πB  ，故
π

3
B  ，∴ A B C 为等边三角形，则 1A C  ； 

∵ 1C D  ，∴ 2

1C D  ，又 1D A D C  ，∴ 2

C D D A D C  ，得  
2

0D C D A D C D C D C D A D C A C        ， 

∴ A C C D ，根据以上分析作图如下：则∠BCD=150°，则  
2 2

B D C D B C C D C D B C C D C D C B C D C D            

3 2 3
1 1 1

2 2

  
       

 
 

．故答案为：1；
2 3

2


 

96．（2023·天津·大港一中校联考一模）在R t A B C△ 中，已知 3, 4 ,A B A C P  是斜边 B C 上一动点，点Q 满足 2P Q  ，

若 A Q m A B n A C  ，若点Q 在边 B C 所在的直线上，则m n 的值为__________；m n 的最大值为__________. 

【答案】     1     
1 1

6
/

5
1

6
 

【详解】因为 A Q m A B n A C  ，若点Q 在边 B C 所在的直线上，则 1m n  ； 

以 A 为坐标原点，AB 所在直线为 x 轴，AC 所在直线为 y 轴建立平面直角坐标系， 

则  0 , 0A ，  3, 0B ，  0 , 4C ，得直线 BC 的方程为 1
3 4

x y
  ，  

则可设
4

, 4
3

P t t
 

 
 

，其中 0 3t  ，由 2P Q  ，得点 Q 在以点 P 为圆心，2 为半径的

圆上，可设
4

2 c o s , 4 2 s in
3

Q t t 
 

   
 

， 

由  3, 0A B 

uuur

，  0 , 4A C  ，
4

2 c o s , 4 2 s in
3

A Q t t 
 

    
 

，因为 A Q m A B n A C  ， 

所以  
4

2 c o s , 4 2 s in 3 , 4
3

t t m n 
 

    
 

，所以

2 c o s 3

4
4 2 s in 4

3

t m

t n





 



  


，即

2 c o s

3

4
4 2 s in

3

4

t
m

t

n













 




，  

则
 

4
4 2 s in

2 c o s 1 2 53
s in c o s 1 s in 1

3 4 2 3 6

t
t

m n




   

 


        
（其中

4
ta n

3
  ）， 

所以
5 5

1 1
6 6

m n     ，  

即
1 1 1

6 6
m n   ，故m n 的最大值为

1 1

6
. 
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97．（2023·天津红桥·统考一模）如图所示，在 A B C 中，点 D 为 B C 边上一点，且 2B D D C ，过点D 的直线 E F 与

直线 A B 相交于 E 点，与直线 A C 相交于 F 点（ ,E F 交两点不重合）．若 A D m A B n A C  ，则m n  ________，若

,A E A B A F A C   ，则   的最小值为__________． 

 

【答案】     
2

9
     

3 2 2

3


/

2 2
1

3
  

【分析】由向量的线性表示，利用三角形法则及已知可求解； 

根据（1）的结论，转化用 ,A E A F 表示 A D ，根据 D E F、 、 三点共线 

找出等量关系，再由基本不等式可求   的最小值. 

【详解】在 A B D△ 中， A D A B B D  ，且 2B D D C ，则
2

3
B D B C ， 

可得
2

3
A D A B B D A B B C   

2
( )

3
A B A C A B    

2 2 1 2

3 3 3 3
A B A B A C A B A C      

所以
2

9
m n  ；又由

1 2

3 3
A D A B A C  ，已知 ,A E A B A F A C   ， 

所以
1 1

,A B A E A C A F
 

  ，可得
1 2

3 3
A D A B A C

 
  ，因为 D E F、 、 三点共线，且点A 在线外， 

所以
1 2

=1 0
3 3

 
 

 ， （ ， ）， 

则

1 2 1 2 2 2 2 2
+ = ( + )( )= 1 2 1

3 3 3 3 3 3 3 3 3

   
   

     
        

，当且仅当
2

3 3

 

 
 时，即

1 2

3

2 2

3





 










等号成立， 

所以   的最小值为
2 2

1
3

 .故答案为：
2

9
；

2 2
1

3
 . 

98．（2023·天津河东·一模）已知等边三角形 A B C 的边长为 1，射线 A B 、A C 上分别有一动点 M 和 N （点C 在点A

与 N 之间），当
1

2
A M C N  时，C M B N 的值为________；当 2A M C N 时，C M B N 的最小值为________． 

【答案】     
9

8
 /

1
1

8
      

3

2
  

【分析】确定
1

2
C M A B A C  ，

3

2
B N A B A C   ，再计算即可，设 C N m ，则 2C M m A B A C  ，

 1B N A B m A C    ，  
2 3

1
2

C M B N m    ，得到最值. 

【详解】
1

2
C M C A A M A B A C    ，

3

2
B N B A A N A B A C     ， 

2 21 3 1 7 3

2 2 2 4 2
C M B N A B A C A B A C A B A B A C A C

   
             

   
 

1 7 1 3 9

2 4 2 2 8
       ；设 C N m ， 

则 2C M C A A M m A B A C    ，  1B N B A A N A B m A C      ， 

    2 1C M B N m A B A C A B m A C        
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       
2 2

2 21
2 1 2 2 1 2 1 2 2 1

2
m A B m m A B A C m A C m m m m                

 
22 1 3

2 1
2 2

m m m      ，当 1m  时，C M B N 有最小值为
3

2
 .故答案为：

9

8
 ；

3

2
  

99．（2023·天津·统考一模）在 A B C 中，D 为 A B 的中点， 2C E E D ，过点 E 任作一条直线，分别交线段 A C 、B C

于 F 、G 两点，设C A a ，C B b

uur r
，若用 a 、 b 表示C E ，则C E  __________；若C F m a ，  0C G n b m n  ，

则 3m n 的最小值是__________. 

【答案】     
1 1

3 3
a b      

4 2 3

3


 

【分析】求出C D 关于 a 、b 的表达式，再由已知条件可得出
2

3
C E C D ，可得出C E 关于 a 、b 的表达式，求出 E F 、

E G 关于 a 、b 的表达式，根据 / /E F E G 可得出
1 1

3
m n

  ，将代数式
1 1 1

3 m n

 
 

 
与 2m n 相乘，展开后利用基本不等

式可求得 2m n 的最小值. 

【详解】如下图所示： 

 

因为 D 为 A B 的中点，则  
1 1 1 1

2 2 2 2
C D C A A D C A A B C A C B C A a b         ， 

因为 2C E E D ，则
2 1 1

3 3 3
C E C D a b   ， 

因为C F m a ，C G n b ，则
1 1 1 1

3 3 3 3
E F C F C E m a a b m a b

   
          

   
， 

1 1 1 1

3 3 3 3
E G C G C E n b a b a n b

   
           

   
， 

因为 E 、 F 、G 三点共线，则 / /E F E G ， 

所以，存在实数 k 使得 E F k E G ，即
1 1 1 1

3 3 3 3
m a b k a n b

    
         

    
， 

所以，

1 1

3 3

1 1

3 3

m k

k n


  





 
    
  

，消去 k 可得
1 1 1

3 3 9
m n

   
     

   
，即  

1

3
m n m n  ， 

所以，
1 1

3
m n

m n m n


   ， 

因为过点 E 任作一条直线，分别交线段 A C 、 B C 于 F 、G 两点，且 0m n  ， 

则 0 1m  ， 0 1n  ， 

由基本不等式可得  
1 1 1 1 3 1 3 4 2 3

3 3 4 4 2
3 3 3 3

n m n m
m n m n

m n m n m n

     
                

     

， 

当且仅当

1 1
3

3

m n

n m

m n


 




 


时，即当

1 3

3

3 3

9

m

n

 










时，等号成立. 
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因此， 3m n 的最小值是
4 2 3

3


. 

故答案为：
4 2 3

3


. 

100．（2023·天津和平·统考一模）已知四边形 , , 6 , 4 , 6 0A B C D D C t A B A B A D D A B    ，且 6A D C D   ，点 E

为线段 B D ，上一点，且  
2

1
3

A E A D C B   ，则   __________，过 E 作 E F ∥ B C 交 A B 于点 F ，则 F D F C 

__________. 

【答案】     
1

3
     1 0  

【分析】由 6A D C D   ，可得
1

2
t  ，进而可得 ( 1) 2 (0 1)A E m A D m C B m    

uuur uuur uuur

，由题意可得

1 1

2
2

3

m

m

  






，求解

即可得第一空答案；取 A B 中点 M ，连接D M ，根据向量的数乘及加减运算可得 

1

6
BF DC A A  

uuur uuur uuur

,
2

3
BF D A DA  

uuur uuur uuur

,再根据向量的数量积运算即可得第二空答案. 

【详解】解：如图所示：因为 ,D C t A B

uuur uuur

 

所以 D C ∥ ,A B

uuur

即有 D C ∥ A B ，又因为 6A D C D   ，所以 6A D D C 

uuur uuur
，即

6t AA BD  

uuur uuur
， || | | c o s 6 60t A D A B   

uuur uuur

，解得
1

2
t  ，所以

1

2
D C A B ，所以

1
| | | | 3

2
D C A B 

uuur uuur

， 

又因为 0A D D C C B B A   

uuur uuur uuur uuur r
，即

1

2
0A D A B C B A B   

uuur uuur uuur uuur r

，所以 2 2A B A D C B 

uuur uuur uuur
； 

又因为 A E A D D E  A D m D B 

uuur uuur
( )A D m A B A D  

uuur uuur uuur

( 2 2 )A D m A D C B A D   

uuur uuur uuur uuur

( 1) 2 (0 1)m A D m C B m    

uuur uuur

， 

又因为  
2

1
3

A E A D C B   ，所以

1 1

2
2

3

m

m

  






，解得

1

3

1

3

m









 


； 

如图所示： 

取 A B 中点 M ，连接 D M ，由题意可知 D C ∥M B 且 D C = 3M B  ， 

所以四边形 D C B M 为平行四边形，所以 D M ∥ B C ，又因为 E F ∥ B C ， 

所以 D M ∥ E F ，又因为
1

3
D E D B

uuur uuur

，所以
1

3
D E D B ，所以

1
1

3
M F M B  ，

2F B  ，所以
1

3
F B A B

uuur uuur

，由 2 2A B A D C B 

uuur uuur uuur
可得

1

2
B C A D A B  ， 

所以
1 1 1

3 2 6
DF C F B A B A AB C A B A B D       

uuur uuur uuur uuur uuur uuur uuur uuur

,
2

3
F D F A A A BD A D    

uuur uuur uuur uuur uuur

所以

( )
1

(
6

)
2

3
F D F C AA B A DD B A    

uuur uuuu r uuuuuur uu r uuurr 2 21 5

9 6
A B A B A D A D   

uuur uuur uuur uuur
2 21 5 1

6 6 4 4
9 6 2

       1 0 . 


