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2023 年天津高考模拟试题分类一模大题 

一、解答题 

1．（2023·天津和平·耀华中学校考一模）已知
π

0 ,
4


 

  
 

，
π

ta n 2 c o s 2
4

 
 

  
 

. 

(1)求 的大小；(2)设函数    s in 2f x x   ，  0 , πx  ，求  f x 的单调区间及值域. 

【详解】（1）由
π

ta n 2 c o s 2
4

 
 

  
 

得  
2 2

π
s in

4
2 c o s s in

π
c o s

4



 



 
 

 
 

 
 

 

， 

则
 

 

   

2
s in c o s

2
2 c o s s in c o s s in

2
c o s s in

2

 

   

 



  



，因为
π

0 ,
4


 

  
 

，所以 c o s s in 0   ， 

所以  
2 1

c o s s in
2

   ，解得
2

c o s s in
2

   ，即
π 1

c o s
4 2


 

  
 

，又
π π π

,
4 4 2


 

   
 

， 

所以
π π

4 3
   ，则

π

1 2
  . 

（2）函数  
π

s in
6

f x x
 

  
 

，  0 , πx  ， 

令
2

π

2

π π

6
   x ，解得

3

2 π

3

π
  x ，所以函数  f x 在区间

π
0 ,

3

 

 
 

上单调递增； 

令
2

π π 3 π

62
 x ，解得

π

3

4

3

π
 x ，所以函数  f x 在区间

π
, π

3

 

 
 

上单调递减； 

因为  0 , πx  ，
π π 7 π

,
6 6 6

x
 

 
 
 

，当
π π

6 2
x   时，即

π

3
x  ，  f x 取最大值 1；当

π 7 π

6 6
x   时，即 πx  ，  f x 取

最小值
1

2
 .所以  f x 值域为

1
,1

2

 


 
 

. 

2．（2023·天津河西·统考一模）在 A B C 中，内角 A，B，C 所对的边分别为 a，b，c.已知 s in c o s
6

b A a B
 

  
 

. 

（1）求角 B 的大小；（2）设 a=2，c=3，求 b 和  s in 2 A B 的值. 

详解：（Ⅰ）在△ ABC 中，由正弦定理
a b

s in A s in B
 ，可得b s in A a s in B ， 

又由
π

6
b s in A a c o s B

 
  

 
，得

π

6
a s in B a c o s B

 
  

 
，即

π

6
s in B c o s B

 
  

 
，可得 3ta n B  ． 

又因为  0 πB  ， ，可得 B=
π

3
． 

（Ⅱ）在△ ABC 中，由余弦定理及 a=2，c=3，B=
π

3
，有 2 2 2

2 7b a c a c c o s B    ，故 b= 7 ． 

由
π

6
b s in A a c o s B

 
  

 
，可得

3

7

s in A  ．因为 a<c，故
2

7

co sA  ．因此
4 3

2 2
7

s in A s in A c o sA  ，

2 1
2 2 1

7
c o s A c o s A   ． 所以，  2 2 2s in A B sin A co sB co s A sin B     

4 3 1 1 3 3 3

7 2 7 2 1 4
    ． 

点睛：在处理三角形中的边角关系时，一般全部化为角的关系，或全部化为边的关系．题中若出现边的一次式一般

采用到正弦定理，出现边的二次式一般采用到余弦定理．应用正、余弦定理时，注意公式变式的应用．解决三角形
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问题时，注意角的限制范围． 

3．（2023·天津·校联考一模）在 A B C 中，角 A，B，C 的对边分别为 a，b，c（ a c ），已知  co s 3 co sb C a c B  ，

4 2
A B C

S b 
△

(1)求 c o s B ；(2)求 a，c 的值；(3)求  s in B C 的值. 

【分析】（1）由正弦定理的边化角公式结合三角恒等变换得出 c o s B ； 

（2）由三角形面积公式得出 1 2a c  ，再由余弦定理得出 8a c  ，进而得出 a，c 的值； 

（3）计算 c o s , s inC C ，再由差角公式求解即可. 

【详解】（1） c o s (3 ) c o sb C a c B  ， s in c o s (3 s in s in ) c o sB C A C B   ， 

3 s in c o s s in c o s c o s s in s in ( ) s inA B C B C B B C A      又 s in 0A  ，
1

c o s
3

B  . 

（2）
1 2 2

c o s , s in
3 3

B B  ，又 4 2
A B C

S b 
△

，
1

s in 4 2 ,
2

a c B   

1 2 2
4 2

2 3
a c   ， 1 2a c  ① 2 2 2 2 21

2 c o s ( ) 2 2 ( ) 3 2
3

b a c a c B a c a c a c a c            

2 2
( 4 2 ) ( ) 3 2a c    ，即 2

( ) 64, 8a c a c    ②又 a c ， 由①②可得 6 , 2a c  ， 

（3）
(3 ) 1 6 4 1 2 2

c o s c o s c o s
3 34 2 2

a c
C B B

b


     ，

2

2 2 1
s in 1

3 3
C

 
    

 
 

， 

2 2 2 2 1 1 7
s in ( ) s in c o s c o s s in

3 3 3 3 9
B C B C B C         . 

4．（2023·天津河北·统考一模） A B C 中，角A ， B ，C 所对的边分别为 a ，b ， c ，且  
2 2 2

3 2 s ina c b b c A   . 

(1)求角 B 的大小；(2)若
1

c o s
3

A  ，求  s in 2 A B 的值. 

【详解】（1）由余弦定理 2 2 2
2 c o sb a c a c B   ，则 2 2 2

2 c o sa c b a c B  ， 

又  
2 2 2

3 2 s ina c b b c A   ，所以 2 3 co s 2 sina c B b c A ，即 3 co s sina B b A ， 

由正弦定理可得 3 sin co s sin sinA B B A ，因为 s in 0A  ，所以 3 cos sinB B ，则 tan 3B  ，又 0 πB  ，所以

π

3
B  . 

（2）因为
1

c o s
3

A  ，
2 π

0
3

A  ，所以 2 2 2
s in 1 co s

3
  A A ， 

所以
1 2 2 4 2

s in 2 2 s in c o s 2
3 3 9

A A A     ，
2 7

c o s 2 2 c o s 1
9

A A    ， 

所以  
4 2 1 7 3 4 2 7 3

s in 2 s in 2 c o s c o s 2 s in
9 2 9 2 1 8

A B A B A B


        . 

5．（2023·天津·校联考一模）在 A B C 中，内角A 、 B 、C 的对边分别为 a 、b 、 c ，已知 2 s in s in c o s ta nC A A B  ． 

(1)求角 B 的大小；(2)设 2a  ， 3c  ，求 b 和  s in 2 A B 的值． 

【详解】（1）解：因为 2 s in s in c o s ta nC A A B  ， 
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所以
 s ins in s in c o s c o s s in s in

2 s in s in c o s
c o s c o s c o s c o s

B AB A B A B C
C A A

B B B B


       

所以 2 s in co s s inC B C ， 

因为  0 , πC  ，所以 s in 0C  ，所以
1

c o s
2

B  又  0 , πB  ，所以
π

3
B  ； 

（2）在 A B C 中，由余弦定理及 2a  ， 3c  ，
π

3
B  ， 

有 2 2 2
2 c o s 7b a c a c B    ，故 7b  ． 

由正弦定理
s in s in

a b

A B
 ，可得

3
s in

7

A  ．因为 a c ，故
2

c o s

7

A  ． 

因此
4 3

s in 2 2 s in c o s
7

A A A  ，
2 1

c o s 2 2 c o s 1
7

A A   ． 

所以，  
4 3 1 1 3 3 3

s in 2 s in 2 c o s c o s 2 s in
7 2 7 2 1 4

A B A B A B        ． 

6．（2023·天津南开·统考一模）在 A B C 中，角 , ,A B C 所对的边分别为 , ,a b c ，且
3

4 5 , 1 1, c o s
5

a c b C   . 

(1)求 s in A 的值；(2)求 a 的值；(3)求  c os 2A C 的值. 

【详解】（1）由于
3

c o s , 0 π
5

C C   ，则
4

s in
5

C  . 

因为 4 5a c ，由正弦定理知 4sin 5sinA C ，则
5 5

s in s in
4 5

A C  . 

（2）因为 4 5a c ， 1 1b  ，由余弦定理，得

2

2 2

2 2 2

1 6
1 2 1 1 1

35 5
c o s

2 2 2 2 5

a
a a

a b c
C

a b a a

  
 

   
， 

即 2
6 5 5 0a a   ，解得 5a  （负值舍去）. 

（3）由（2）知 a b ，所以
π

0
2

A  .由（1）得 2 2 5
c o s 1 s in

5
A A   . 

22 4 7
s in 2 2 s in c o s , c o s 2 2 c o s 1

2 5 2 5
C C C C C      ，所以  co s 2 co s co s 2 s in s in 2A C A C A C    

2 5 7 5 2 4 2 5

5 2 5 5 2 5 2 5

 
      

 

 

7．（2023·天津·大港一中校联考一模） A B C 的内角 A，B，C，的对边分别为 a，b，c，已知 2 2 c o sb c a C  且 5a  . 

(1)求角 A 的大小；(2)若 A B C 的周长为 6 5 ，求 A B C 的面积；(3)若 3b  ，求 c o s ( 2 )B A 的值. 

【详解】（1）因为 2 2 c o sb c a C  ，所以
2 2 2

2 2
2

a b c
b c a

a b

 
   ， 

整理可得： 2 2 2
b c a b c    ， 

由余弦定理可得： 2 2 2
2 c o sb c a b c A   ， 

所以
1

c o s
2

A   ， ( 0 , )A  ， 
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所以可得
2

3
A


 ； 

（2）由三角形的周长为 6 5 ，a= 5 ，所以 6b c  ， 

由（1）可得 2 2 2 2
2 co s ( ) 2 2 co s      a b c b c A b c b c b c A ，而

1
c o s

2
A   ， 

所以可得5 6 2 b c b c   ，可得 1b c  ，所以
1 1 3 3

sin 1
2 2 2 4

A B C
S b c A    

△
， 

所以△ABC 的面积为
3

4
； 

（3）因为 b= 3 ，a= 5 ，A=
2

3
π，由正弦定理可得：

3 3
s in s in

25

b
B A

a
   =

3

2 5
， 

b＜a，所以 B 为锐角，所以
1 1

c o s

2 5

B  ，所以
3 1 1

s in 2 2 s in co s
1 0

B B B  ，
2 1 1 1

c o s 2 2 c o s 1 2 1
4 5 1 0

B B     


， 

所以
2 1

c o s ( 2 ) c o s ( 2 )
3 2

B A B


     ，即
1 3 1 3 3 3

c o s 2 s in 2
2 2 2 0

B B
 

   ，所以  
1 3 3 3

c o s 2
2 0

B A
 

  ． 

8．（2023·天津红桥·统考一模）已知 A B C 的内角 , ,A B C 所对的边长分别为 , ,a b c ，且 2 2 , 5 , 1 3a b c   ． 

(1)求角C 的大小；(2)求 s in A 的值；(3)求 s in 2
4

A
 

 
 

的值． 

【详解】（1）在 A B C 中， 2 2a  ， 5b  ， 1 3c  ， 

由余弦定理得
2 2 2

8 2 5 1 3 2
c o s

2 22 2 2 5

a b c
C

a b

   
  

 

，又因为  0 , πC  ，所以
π

4
C  ； 

（2）在 A B C 中，由（1）知
π

4
C  ， 2 2a  ， 1 3c  ， 

由正弦定理可得
2

2 2
s in 2

s in
1 3

a C
A

c



  

2 1 3

1 3
； 

（3）由 a c 知 A C ，所以角 A 为锐角，因为
2 1 3

s in
1 3

A  ，所以 2
co s 1 s inA A  

3 1 3

1 3
， 

所以
1 2

s in 2 2 s in c o s
1 3

A A A  ，
2 5

c o s 2 2 c o s 1
1 3

A A   ，所以

c
π

s oin 2 2
4

π π 1 2 2 5 2
s in 2 c o s s s in

4 4 1 3 2 1 3 2
A AA       

 
 

 

7 2

2 6

. 

9．（2023·天津河东·一模）在三角形 A B C 中，角A ， B ，C 所对的边分别为 a ，b ， c ．已知 s in s in 2A B ， 4a  ，

6b  ．(1)求 c o s B 的值；(2)求 c 的值；(3)求 s in ( 2 )B C 的值． 

【答案】(1)
1

c o s
3

B  ；(2) 6c  ；(3)
1 0 2

2 7
 . 

【详解】（1）在 A B C 中，由已知得 s in 2 s in co sA B B ，由正弦定理得 2 c o sa b B ，而 4a  ， 6b  ， 

所以
1

c o s
3

B  . 
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（2）在 A B C 中，由余弦定理得
2 2 2

1
c o s

2 3

a c b
B

a c

 
  ，即 2

3 8 6 0 0c c   ，而 0c  ，解得 6c  ， 

所以 6c  . 

（3）在 A B C 中，  0 , πB  ，
1

c o s 0
3

B   ，
π

0 ,
2

B
 

   
 

，有
2 2

s in
3

B  ， 

则
4 2

s in 2 2 s in c o s
9

B B B  ，
2 2 7

c o s 2 c o s s in
9

B B B    ，由（2）知， 6b c  ，即 B C   ， 

所以
1 0 2

s in ( 2 ) s in 2 c o s s in c o s
7

4 2 1 2
)2

2 7
(

9 3 9 23
B C B B B B        . 

10．（2023·天津·统考一模）在 A B C 中，角 , ,A B C 的对边分别为 , ,a b c .已知 1, 2 , s in 2 s ina c B A   . 

(1)求 c o s C 的值；(2)求 s in A 的值；(3)求  s in 2C A 的值. 

【答案】(1)
1

c o s
4

C  (2)
1 5

s in
8

A  (3)
7

1 5
3 2

 

【详解】（1）由 s in 2 s inB A 及正弦定理得： 2b a ， 

∴ 2b  ，由余弦定理得
2 2 2

1
c o s

2 4

a b c
C

a b

 
  . 

（2）由（1）知： 2 1 5
s in 1 c o s

4
C C   ，由正弦定理

s in s in

a c

A C
 ，得

1 5
s in

8
A  . 

（3）由
1 5

s in 2 2 s in c o s
8

C C C  ，且
2 7

c o s 2 2 c o s 1
8

C C    ，∵ a b ，即 A B ，∴ 2 7
c o s 1 s in

8
A A   ， 

∴
7 1 5

s in ( 2 ) s in 2 c o s c o s 2 s in
3 2

C A C A C A    . 

11．（2023·天津和平·统考一模）已知 A B C 的内角 , ,A B C 的对边分别为 , ,a b c ，且  c o s c o s ta n 3b C c B A a   . 

(1)求 A 的大小：(2)若 7 , 1a b  ，（i）求 A B C 的面积；（ii）求  co s 2C A . 

【答案】(1)
2 π

3
A  ；(2)（i）

3

2
；（ii）

1 1

1 4
. 

【详解】（1）因为  c o s c o s ta n 3b C c B A a   ， 所以  s in co s s in co s tan 3 s inB C C B A A   ， 

即  s in ta n 3 s inB C A A   ，则 sin tan 3 sinA A A  ，因为  0 , πA  ，所以 s in 0A  ， 

所以 tan 3A   ，所以
2 π

3
A  ； 

（2）（i）由余弦定理得 2 2 2
2 c o sa b c b c A   ，即 2

7 1 c c   ，解得 3c   （舍去）或 2c  ， 

所以 A B C 的面积为
1 1 3 3

s in 1 2
2 2 2 2

S b c A      ； 

（ii）由上可得
2 2 2

7 1 4 2 7
c o s

2 72 7

a b c
C

a b

   
   ，又  0 , πC  ，所以 2 2 1

s in 1 c o s
7

C C= - = ， 

所以
4 3

s in 2 2 s in c o s
7

C C C  ，
2 2 1

c o s 2 c o s s in
7

C C C   ， 

所以  c o s 2 c o s 2 c o s s in 2 s i
1 1

n
4 3 3 1 1

7 2 7 2 1 4
C A C A C A

 
     
 

    . 
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12．（2023·天津和平·耀华中学校考一模）如图，三棱柱 1 1 1
A B C A B C- 中，C A C B ， 1

A B A A ， 1
6 0B A A   . 

(1)证明 1
A B A C ； 

(2)若平面 A B C  平面 1 1
A A B B ， A B C B ，求直线 1

A C 与平面 1 1
B B C C 所成角的正弦

值； 

(3)在（2）的条件下，求平面 1
A B C 与平面 1

B C B 夹角的余弦值. 

【详解】（1）在三棱柱 1 1 1
A B C A B C- 中，取 A B 中点O ，连接 1

,O C O A ，因为

C A C B ，则O C A B ， 

而 1 1
, 6 0A B A A B A A


   ，即 1

A B A△ 为正三角形，则有 1
O A A B ， 

又 1 1
, ,O C O A O O C O A  平面 1

O C A ，于是 A B  平面 1
O C A ，而 1

A C  平面

1
O C A ， 

所以 1
A B A C . 

（2）由（1）知， 1
,O C A B O A A B  ，又平面 A B C  平面 1 1

A A B B ，且交线为 A B ，则平面 A B C 内直线O C  平面

1 1
A A B B ， 

则 1
, ,O A O A O C 两两垂直，以O 为坐标原点，射线 1

, ,O A O A O C 的方向分别为 , ,x y z 轴的正方向，建立空间直角坐标系， 

令 2A B  ，则
1

(1, 0 , 0 ), (0 , 3 , 0 ), (0 , 0 , 3 )A A C , ( 1, 0 , 0 )B  ， 

则
1 1 1

(1, 0 , 3 ), ( 1, 3 , 0 ), (0 , 3 , 3 )B C B B A A A C      ， 

设 ( , , )n x y z 为平面 1 1
B B C C 的一个法向量，则

1

3 0

3 0

n B C x z

n B B x y

    


    

，令 1y  ，得 ( 3 ,1, 1)n   ， 

直线 1
A C 与平面 1 1

B B C C 所成的角为 ，则 1

1

1

| | 2 3 1 0
s in | c o s , |

5| | | | 5 6

n A C
n A C

n A C



     


， 

所以直线 1
A C 与平面 1 1

B B C C 所成角的正弦值为
1 0

5

. 

（3）由（2）知，平面 1
B C B 的法向量 ( 3 ,1, 1)n   ，

1
(1, 0 , 3 ), (0 , 3 , 3 )B C A C   ， 

令
1 1 1

( , , )m x y z 为平面 1
A B C 的一个法向量，则

1 1

1 1 1

3 0

3 3 0

m B C x z

m A C y z

    


    

，令 1
1y  ，得 ( 3 ,1,1)m   ， 

所以平面 1
A B C 与平面 1

B C B 夹角的余弦值为
| | 3 3

| c o s , |
5| || | 5 5

n m
n m

n m


    


. 

13．（2023·天津河西·统考一模）已知四棱锥 P A B C D 中， D A  平面 P A B ， D A B C∥ ， 1 2 0B A P  ，

2 2 2D A A P A B B C    ， E 线段D P 的中点． 
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(1)求证：直线 / /C E 平面 P A B ； 

(2)求直线 B E 与平面 P C D 所成角的正弦值； 

(3)求平面 P C D 与平面 P A D 夹角的余弦值． 

【详解】（1）以点 A 为坐标原点，以 AB，AD 所在直线分别为 x，z 轴，以与 AB 垂

直的直线为 y 轴，建立空间直角坐标系 A x y z ，如下图所示， 

 

则  0 , 0 , 0A ，  1, 0 , 0B ，  1, 0 ,1C ，  0 , 0 , 2D ，  1, 3 , 0P  ，
1 3

, ,1
2 2

E
 
  

 

． 

所以
3 3

, , 0
2 2

C E
 

   
 

，  0 , 0 , 2A D  . 

因为 D A  平面 P A B ，, 

所以平面 PAB 的法向量为  0 , 0 ,1n  ， 

所以
3 3

0 0 0 1 0
2 2

C E n
 

         
 

，所以C E n ，由因为C E  平面 PAB， 

所以直线C E ∥ 平面 PAB． 

（2）由题意知，
3 3

, , 0
2 2

C E
 

   
 

，  1, 0 ,1C D   ， 

设  , ,m x y z 为平面 PCD 的法向量,则
0

0

m C E

m C D

  


 

，即

3 3
0

2 2

0

x y

x z


  



   

， 

令 1x  ，则 3 , 1y z  ，所以  1, 3 ,1m  ， 

因为
3 3

, ,1
2 2

B E
 

   
 

，设直线 BE 与平面 PCD 所成角为 ， 

则

3 3
1

52 2
s in c o s ,

1 05 2

m B E

  

  



， 

所以直线 BE 与平面 PCD所成角的正弦值为
5

1 0
． 

（3）由题意知，  0 , 0 , 2A D  ，  1, 3 , 0A P    

设平面 PAD 的法向量为  0
, ,n x y z ，则

0

0

m A D

m A P

  


 

，即
2 0

3 0

z

x y

 

  

， 

令 3x  ，则 3 , 0y z  ，所以  0
3, 3 , 0n  ， 
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又因为平面 PCD 的法向量  1, 3 ,1m  ， 

设平面 PCD 与平面 PAD 的夹角为 ，则
0

3 3 0 1 5
c o s c o s ,

55 2 3

m n
 

  


． 

所以平面 PCD 与平面 PAB 夹角的余弦值为
1 5

5
． 

14．（2023·天津·校联考一模）如图，梯形 A B C D 所在的平面与等腰梯形 A B E F 所在的平面互相垂直， / / / /A B C D E F ，

A B A D ， 2C D D A A F F E    ， 4A B  ． 

 

(1)求证： / /D F 平面 B C E ； 

(2)求平面 A B F 与平面 B F C 的夹角的余弦值； 

(3)线段C E 上是否存在点 G，使得 A G  平面 B C F ？请说明理由． 

【答案】(1)证明见解析 

(2)
5

5
 

(3)证明见解析 

 

【分析】（1）证明 / /D F C E ．然后证明 / /D F 平面 B C E ． 

（2）在平面 A B E F 内，过A 作 A z A B ，建立空间直角坐标系 A x y z ．求出平面 B C F 的法向量，平面 A B F 的一个

法向量，利用空间向量的数量积求解即可． 

（3）求出平面 A C E 的法向量通过 0m n  ，说明平面 A C E 与平面 B C F 不可能垂直． 

【详解】（1）∵ / /C D E F ，且C D E F ，∴ 四边形C D F E 为平行四边形， 

∴ / /D F C E ．∵ D F  平面 B C E ，C E  平面 B C E ，∴ / /D F 平面 B C E ． 

（2）在平面 A B E F 内，过A 作 A z A B ． 

∵ 平面 A B C D  平面 A B E F ，平面 A B C D  平面 A B E F A B ， 

又 A z  平面 A B E F ， A z A B ， 

∴ A z  平面 A B C D ， 

∴ A D A B ， A D A z ， A z A B ． 

如图建立空间直角坐标系 A x y z ： 

由题意得，          0 , 0 , 0 , 0 , 4 , 0 , 2 , 2 , 0 , 0 , 3, 3 , 0 ,1, 3A B C E F ∴    2 , 2 , 0 , 0 , 3, 3B C B F     

设平面 B C F 的法向量为 ( , , )n x y z ，则
2 2 0

3 3 0

n B C x y

n B F y z

    


    

令 1y  ，则 1x  ， 3z  ，∴ (1,1, 3 )n  ． 

平面 A B F 的一个法向量为  1, 0 , 0v  ，则
5

c o s ,
| | | | 5

n v
n v

n v


 


． 
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∴ 平面 A B F 与平面 B F C 的夹角的余弦值
5

5
． 

（3）线段C E 上不存在点G ，使得 A G  平面 B C F ，理由如下： 

设平面 A C E 的法向量为
1 1 1

( , , )m x y z ，则
1 1

1 1

2 2 0

3 3 0

m A C x y

m A E y z

    


   

 

令 1
1y  ，则 1

1x   ，
1

3z   ，∴ ( 1,1, 3 )m    ． 

∵    1 1 1 1 3 3 3 0m n            ，∴平面 A C E 与平面 B C F 不可能垂直， 

从而线段C E 上不存在点G ，使得 A G  平面 B C F ． 

15．（2023·天津河北·统考一模）如图，在四棱锥 P A B C D 中，底面 A B C D 为矩形， P D  平面 A B C D ， 4A B  ，

2P D A D  ，点 E 在线段 A B 上，且
3

4
A E A B . 

 

(1)求证：C E  平面 P B D ； 

(2)求直线 P A 与平面 P C E 所成角的正弦值； 

(3)求平面 B C E 与平面 P C E 的夹角的余弦值. 

【答案】(1)证明见解析(2)
4 2

1 4

(3)
4 2 1

2 1

 

【详解】（1）证明： P D  平面 A B C D ，C E  平面 A B C D ， P D C E\ ^ ， 4A B  ，
3

4
A E A B ． 

3A E  ， 1B E  ， 2
A B B C

A D B E
  ， R t R tC B E B A D ∽ ，所以 E C B A B D   ，又 9 0A B D D B C     ， 

所以 9 0E C B D B C     ， B D C E  ， 

B D C E  ，P D C E ，P D B D D  ， ,P D B D  平面 P B D ， C E  平面 P B D . 

（2） P D  平面 A B C D ， A D  平面 A B C D ，C D  平面 A B C D ， 

P D A D  ， P D C D ， A B C D 为矩形， A D C D ， 

A D ，C D ， P D 两两垂直，建立如图所示的空间直角坐标系 D x y z ， 

 

则  0 , 0 , 0D ，  2 , 0 , 0A ，  2 , 4 , 0B ，  0 , 4 , 0C ，  0 0 2P , , ，  2 , 3, 0E ， 

 2 , 0 , 2P A   ，  2 , 1, 0C E  

uur

，  0 , 4 , 2P C  

uuur

， 

设平面 P C E 的法向量为  , ,n x y z ，则
2 0

4 2 0

n C E x y

n P C y z

    


   

，令 1x  ，则  1, 2 , 4n 

r

， 

设直线 P A 与平面 P C E 所成角为 ，则
6 4 2

s in c o s ,
1 42 2 2 1

P A n

P A n

P A n





   


， 

所以直线 P A 与平面 P C E 所成角的正弦值为
4 2

1 4

. 
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（3）平面 B C E 的一个法向量为  0 , 0 ,1m  ， 

设平面 B C E 与平面 P C E 的夹角为 ， 

则
4 2 1

c o s c o s ,
2 1

n m

n m

n m





  


， 

所以平面 B C E 与平面 P C E 的夹角的余弦值为
4 2 1

2 1

. 

16．（2023·天津·校联考一模）已知底面 A B C D 是正方形，P A  平面 A B C D ， / /P A D Q ， 3 3P A A D D Q   ，点 E 、

F 分别为线段 P B 、C Q 的中点． 

 

(1)求证： / /E F 平面 P A D Q ； 

(2)求平面 P C Q 与平面C D Q 夹角的余弦值； 

(3)线段 P C 上是否存在点M ，使得直线 A M 与平面 P C Q 所成角的正弦值是
4 2

7
，

若存在求出
P M

M C
的值，若不存在，说明理由． 

【答案】(1)证明见解析(2)
1 4

7

(3)存在； 1
P M

M C
 或

1

5

P M

M C
  

【分析】（1）法一：分别取 A B 、C D 的中点G 、 H ，连接 E G 、G H 、 F H ，证明出平面 / /E G H F 平面 A D Q P ，利

用面面平行的性质可证得结论成立； 

法二：以点A 为坐标原点，以 A B 、 A D 、 A P 所在直线分别为 x 、 y 、 z 轴建立空间直角坐标系，利用空间向量法

可证得结论成立； 

（2）利用空间向量法可求得平面 P C Q 与平面C D Q 夹角的余弦值； 

（3）假设存在点 M ，使得 P M P C ，其中  0 ,1  ，求出向量 A M 的坐标，利用空间向量法可得出关于  的方

程，解之即可. 

【详解】（1）证明：法一：分别取 A B 、C D 的中点G 、 H ，连接 E G 、G H 、 F H ， 

由题意可知点 E 、 F 分别为线段 P B 、C Q 的中点．所以 / /E G P A ， / /F H Q D ， 

因为 / /P A D Q ，所以 / /E G F H ，所以点 E 、G 、 H 、 F 四点共面， 

因为G 、 H 分别为 A B 、C D 的中点，所以 / /G H A D ， 

因为 A D  平面 A D Q P ，G H  平面 A D Q P ，所以 / /G H 平面 A D Q P ， 

又因为 / /F H Q D ，Q D  平面 A D Q P ， F H  平面 A D Q P ，所以 / /F H 平面

A D Q P ， 

又因为 F H G H H ， F H 、G H Ì 平面 E G H F ，所以平面 / /E G H F 平面 A D Q P ， 

因为 E F  平面 E G H F ，所以 / /E F 平面 A D Q P ； 

 

法二：因为 A B C D 为正方形，且 P A  平面 A B C D ，所以 A P 、 A B 、 A D 两两互相垂直， 
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以点 A 为坐标原点，以 A B 、 A D 、 A P 所在直线分别为 x 、 y 、 z 轴建立如下图所示的空间直角坐标系， 

 

则  0 , 0 , 3P 、  3, 3, 0C 、  0 , 3,1Q 、  3, 0 , 0B 、
3 3

, 0 ,
2 2

E
 
 
 

、
3 1

, 3,
2 2

F
 
 
 

， 

所以  0 , 3, 1E F   ，易知平面 P A D Q 的一个法向量  1, 0 , 0a  ， 

所以 0a E F  ，所以 E F a ， 

又因为 E F  平面 A D Q P ，所以 / /E F 平面 A D Q P ． 

（2）解：设平面 P C Q 的法向量  , ,m x y z ，  3, 3, 3P C   ，  3, 0 ,1C Q   ， 

则
3 3 3 0

3 0

m P C x y z

m C Q x z

     


    

，取 1x  ，可得  1, 2 , 3m  ， 

所以平面 P C Q 的一个法向量为  1, 2 , 3m  ， 

易知平面C Q D 的一个法向量  0 ,1, 0n  ，设平面 P C Q 与平面C Q D 夹角为 ， 

则
2 2 1 4

c o s c o s ,
71 1 4 9 1 4

m n

m n

m n





    

  
， 

所以平面 P C Q 与平面C Q D 夹角余弦值为
1 4

7
； 

（3）解：假设存在点 M ，使得  3 , 3 , 3P M P C      ，其中  0 ,1  ， 

则      0 , 0 , 3 3 , 3 , 3 3 , 3 , 3 3A M A P P M             ， 

由（2）得平面 P C Q 的一个法向量为  1, 2 , 3m  ， 

由题意可得
 

22 2 7
c

3 6 9 9 4 2

1 4 9 9 3

o s

3

,

A M m

A M m

A M m

  

  

  






 

  

， 

整理可得 2
1 2 8 1 0    ．即    2 1 6 1 0    ， 

因为 0 1≤ ≤ ，解得
1

6
  或

1

2
，所以，

1

5

P M

M C
 或 1

P M

M C
 ． 

17．（2023·天津南开·统考一模）如图，四棱锥 P A B C D 中，平面 P A B  平面

, / / , , 3, 3 , 2 , 6 0 ,A B C D A B C D A B A D A B A D A P C D P A B M      是C D 中点， N 是 P B 上一点. 

 

(1)当
1

3
P N P B 时， 

（i）证明：M N / / 平面 P A D ； 

（ii）求直线 P M 与平面 P A D 所成角的正弦值； 
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(2)平面 P A D 与平面 A M N 夹角的余弦值为
4

5
，求

P N

P B
的值. 

【答案】(1)（i）证明见解析；（ii）
2

4

 

(2)
2 8 2 4 6 9

4 8 7


 

 

【分析】（1）（i）以A 为坐标原点， A B 为 x 轴， A D 为 y 轴，过点 A 作面 A B C D 的垂线为 z 轴，建立空间直角坐标

系，求平面 P A D 的法向量m 和直线M N 的方向向量，证得M N m ，即可证明M N / / 平面 P A D ；（ii）求直线 P M 的

方向向量，由线面角的向量公式代入即可得出答案. 

（2）设    2 , 0 , 3 , 0 ,1P N t P B t t t    ，求平面 P A D 与平面 A M N 的法向量，由二面角的向量公式可求出 t ，即可

求出
P N

P B
的值. 

【详解】（1）解：如图建立空间直角坐标系，以A 为坐标原点， A B 为 x 轴， A D 为 y 轴，过点A 作 

面 A B C D 的垂线为 z 轴，则由题意可得      3, 0 , 0 , 0 , 3 , 0 , 1, 0 , 3 , (1, 3 , 0 )B D P M ， 

 

由    2 , 0 , 3 , 0 , 3 , 3P B P M    ，及
1

3
P N P B 即

1

3
P N P B ， 

可得
2 3 2 2 3

, 0 , , , 3 ,
3 3 3 3

P N M N P N P M
   

        
   
   

. 

（i）设平面 P A D 的一个法向量为  , ,m x y z ， 

则
3 0 ,

3 0 ,

A P m x z

A D m y

    


  

解得
3

,

0

x z

y

  




 

令 1z  ，得  3 , 0 ,1m   是平面 P A D 的一个法向量.因为
2 3 2 3

0 0
3 3

M N m      ， 

所以M N m .又M N  平面 P A D ，所以M N / / 平面 P A D . 

（ii）由（i）可得
2

co s ,
4

P M m
P M m

P M m


  


，所以直线 P M 与平面 P A D 所成角的正弦值为

2

4

. 

（2）设    2 , 0 , 3 , 0 ,1P N t P B t t t    ，则  1 2 , 0 , 3 3A N A P P N t t     ， 

设  1 1 1
, ,xn y z 是平面 A M N 的一个法向量，则

   

1 1

1 1

3 0

1 2 3 1 0

n A M x y

n A N t x t z

    


     

， 

取  1
3 1x t  ，则   3 1 ,1 , 2 1n t t t    是平面 A M N 的一个法向量， 

则
2 2 2

3 3 2 1 4
c o s ,

52 3( 1) (1 ) ( 2 1)

m n t t
m n

m n t t t

   
  

     

， 
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解得
2 8 2 4 6 9

4 8 7
t


 或

2 8 2 4 6 9

4 8 7
t


 （舍去）.所以

2 8 2 4 6 9

4 8 7

P N

P B


 . 

18．（2023·天津·大港一中校联考一模）如图所示，在三棱锥 S A B C 中， S C  平面 A B C ， 3S C  ， A C B C ，

2 2C E E B  ，
3

2
A C  ，C D E D . 

 

（1）求证： D E  平面 S C D ； 

（2）求二面角 A S D C  的余弦值； 

（3）求点A 到平面 S C D 的距离. 

【答案】（1）证明见解析；（2）
3

6

；（3）
3 2

4

. 

【分析】（1）建立空间直角坐标系，利用向量数量积证明 D E C D ， D E C S ,由线线垂直证明线面垂直，即得证 

（2）由（1） D E 为平面 S C D 的一个法向量，求解平面 S A D 的法向量，利用二面角的向量公式，即得解； 

（3）由（1） D E 为平面 S C D 的一个法向量，利用点面距离的向量公式
EA D

d
D

D E


 即得解 

【详解】（1）证明：以C 为原点，C A ､ C B ､ C S 所在直线分别为 x ､ y ､ z 轴建立空间直角坐标系，如图 

 

则 (0 0 0 )C ，， ，
3

( 0 0 )
2

A ，， ， ( )0 0 3S ，， ， (0 2 0 )E ，， ， (1 1 0 )D ，， ， 

∵ ( 1 1 0 )D E   ，， ， (1 1 0 )C D  ，， ， (0 0 3)C S  ，， ， 

∴ 1 1 0 0D E C D      ， 0 0 0 0D E C S     ， 

即 D E C D ， D E C S ，∵C D C S C  ，∴D E  平面 S C D ； 

（2）由（1）可知 ( 1 1 0 )D E   ，， 为平面 S C D 的一个法向量， 

设平面 S A D 的法向量为 ( )n x y z ， ， ，而
1

( 1 0 )
2

A D   ，， ，
3

( 0 3 )
2

A S   ，， ， 

则

1
0

2

3
3 0

2

n A D x y

n A S x z


    




     


，令 2x  ，可得 ( 2 1 1)n  ，， ， 

设二面角 A S D C  的平面角为 ，经观察 为锐角， 

∴
2 1 0 3

c o s | c o s | | |
6

,

2 6

D E n
  

  


，即二面角 A S D C  的余弦值为

3

6
； 

（3）
1

( 1 0 )
2

A D   ，， ，平面 S C D 的法向量为 ( 1 1 0 )D E   ，， ， 

设点 A 到平面 S C D 的距离为d ， 

∴

1
1

3 22

42

A D D E

D

d

E




   ，即点A 到平面 S C D 的距离为
3 2

4

. 
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19．（2023·天津河东·一模）在苏州博物馆有一类典型建筑八角亭，既美观又利于采光，其中一角如图所示，为多面

体 1 1 1 1 1
A B C D E A B C D E ， A B A E ， A E B C∥ ， A B E D∥ ， 1

A A  底面 A B C D E ，四边形 1111
DCBA 是边长为 2 的正

方形且平行于底面， 1 1
A B A B∥ ， 1

D E ， 1
B B 的中点分别为 F ，G ， 2 2A B A E D E B C   4 ， 1

1A A  ． 

 

(1)证明： F G ∥ 平面 1
C C D ； 

(2)求平面 1
C C D 与平面 1 1

A A B B 夹角的余弦值； 

(3)一束光从玻璃窗面 1
C C D 上点 1

C 射入恰经过点A （假设此时光经过玻璃为直射），求这束光在玻璃窗 1
C C D 上的入

射角的正切值．【答案】(1)证明见解析(2)
6

6

(3)
2

ta n
2

   

【分析】（1）过点 E 作 1
A A 的平行线，结合题意建立空间直角坐标系，求出相应点的坐标，并求出平面 1

C C D 的法向

量和 F G 的方向向量，利用向量法证明线面平行即可； 

（2）求出平面 1 1
A A B B 的法向量，再结合（1）中平面 1

C C D 的法向量，利用空间向量的夹角公式即可求解； 

（3）根据平面镜原理，设入射角为 ，利用空间向量的夹角公式解求出入射角的余弦值，再利用同角三角函数的基

本关系即可求解. 

【详解】（1）过点 E 作 1
A A 的平行线，由题意可知以 E 为原点，建立如图所示空间直角坐标系， 

 

则 (0 , 0 , 0 )E ， (0 , 4 , 0 )A ， ( 4 , 4 , 0 )B ， ( 4 , 2 , 0 )C ， ( 2 , 0 , 0 )D ， 1
(0 , 4 ,1)A ，

1
(2 , 4 ,1)B ， 1

( 2 , 2 ,1)C ， 1
(0 , 2 ,1)D ，

1
0 ,1,

2
F
 
 
 

，
1

3, 4 ,
2

G
 
 
 

． 

设平面 1
C C D 的法向量为

1
( , , )n x y z ，

1
( 2 , 0 , 1)C C   ，

1
(0 , 2 , 1)C D    ，

1 1

1 1

0

0

n C C

n C D

  


 

，
2 0

2 0

x z

y z

 

  

，令 1x  ，则
1

(1, 1, 2 )n   ， (3, 3, 0 )F G   

∵
1

3 3 0 0n F G     ，∴
1

n F G ， F G ∥ 平面 1
C C D . 

（2）根据图形易知平面 1 1
A A B B 的法向量为

2
(0 ,1, 0 )n  ，设平面 1

C C D 与平面 1 1
A A B B 的夹角为 ， 
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则
1 2

1 2

1 2

6
c o s c o s ,

6

n n

n n

n n





   .所以平面 1
C C D 与平面 1 1

A A B B 夹角的余弦值
6

6

. 

（3）
1

( 2 , 2 ,1)A C   ，入射角为 ，
1

1

1

1

2 1

6
c o s c o s ,

3

n A C

n A C

n A C





   ，因为 ( 0 , )
2


  ， 

所以
3

s in
3

  ，
2

ta n
2

  .故这束光在玻璃窗 1
C C D 上的入射角的正切值为

2

2

. 

20．（2023·天津·统考一模）如图，在四棱锥 P A B C D 中，M 是 P A 的中点， , ,A B C D A D C D P D ∥ 平面 A B C D ，

且 3C D  ， 2 , 1A D P D A B   . 

 

(1)求证： P A C D ； 

(2)求直线 P A 与平面C M B 所成角的正弦值； 

(3)求平面 P A B 与平面C M B 夹角的大小. 

【答案】(1)证明见解析(2)
3

6

(3)
π

6
. 

【详解】（1）证明：由题意 ,A D C D P D  平面 A B C D ， 

以 D 为原点，分别以 , ,D A D C D P 所在直线为 x 轴， y 轴， z 轴建立空间直角坐标系， 

 

则            0 , 0 , 0 , 2 , 0 , 0 , 0 , 3, 0 , 0 , 0 , 2 , 1, 0 ,1 , 2 ,1, 0D A C P M B ， 

(0 , 3, 0 ) , ( 2 , 0 , 2 )C D P A    ， 

则 2 0 0 ( 3) ( 2 ) 0 0P A C D          ， 

所以 P A C D ，所以 P A C D  

（2） ( 2 , 2 , 0 ) , ( 1, 1,1) , ( 2 , 0 , 2 ) , | | 2 2C B B M P AP A        ， 

设平面C M B 的法向量  , ,n x y z ，则
· 0

· 0

n C B

n B M

 




，即
2 2 0

0

x y

x y z

 

   

，令 1y  ，则 1x  ， 

 1,1, 2 , 6n n   , 

设直线 P A 与平面C M B 所成的角为 ，
π

[0 , ]
2

  ，则
| | 2 3

s in c o s ,
62 2 6

P A n
P A n

P A n




     


, 

所以 P A 与平面C M B 所成角的正弦值为
3

6

. 

（3）    0 ,1, 0 , 2 , 1, 2A B B P    ,设平面 P A B 的法向量  , ,m a b c ，则
0

0

m A B

m B P

  


 

，即
0

2 2 0

b

a b c



   

， 

令 1a  ，则 1c  ，则  1, 0 ,1 , 2m m  .又平面C M B 的法向量  1,1, 2 , 6n n  ， 

设平面 P A B 与平面C M B 夹角为 ，则 为锐角， 
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3 3
c o s c o s ,

22 6

m n
m n

m n




      


，所以平面 P A B 与平面C M B 夹角为

π

6
. 

21．（2023·天津和平·统考一模）在如图所示的几何体中， E A  平面 ,A B C D B  平面 A B C ；

, 2 2 ,A C B C A C B C B D A E M     是 A B 的中点. 

 

(1)求证：C M E M ； 

(2)求直线 E M 与平面C D E 所成角的正弦值； 

(3)求平面C M E 与平面C D E 的夹角的余弦值. 

【答案】(1)详见解析；(2)
3

3
；(3)

6

6

. 

【详解】（1）因为 A C B C ，以C 为原点，分别以C A ，C B 所在直线为 x ， y 轴，过点C 且与平面 A B C 垂直的直

线为 z 轴，建立如图所示的空间直角坐标系C x y z ， 

则  1,1, 0M ，  2 , 0 ,1E ，所以  1,1, 0C M  ，  1,1, 1E M    ， 

所以 1 1 0 0C M E M      ，所以C M E M ，即C M E M ； 

（2）因为    2 , 0 ,1 , 0 , 2 , 2C E C D  ，设平面C D E 的法向量为  , ,m x y z ， 

则
2 0

2 2 0

m C E x z

m C D y z

    


   

，令 1x  ，可得  1, 2 , 2m   ，又  1,1, 1E M    ， 

设 E M 与平面C D E 所成角为 ，则
3 3

s in
33 3

E M m

E M m





  


，即 直线 E M 与平面C D E 所成的角的正弦值为

3

3
； 

（3）由题  1,1, 0C M  ，  2 , 0 ,1C E  ，设平面C M E 的法向量  , ,n a b c ， 

由
2 0

0

n C E a c

n C M a b

    


   

，令 1a  ，则  1, 1, 2n    ，又平面C D E 的法向量  1, 2 , 2m   ， 

所以
1 2 4 6

c o s ,
61 1 4 1 4 4

m n

m n

m n

  
  

    
，所以平面C M E 与平面C D E 的夹角的余弦值为

6

6
． 

22．（2023·天津红桥·统考一模）如图，在长方体 中， 、 E 分别是棱 ,  

 

上的点， 2C F A B C E  , 1
: : 1 : 2 : 4A B A D A A   

（1） 求异面直线 E F 与 1
A D 所成角的余弦值；（2） 证明 A F  平面 1

A E D  

（3） 求二面角 1
A E D F  的正弦值． 

【答案】（1）
3

5
,（2）见解析（3）

5

3

 

【详解】方法一：如图所示，建立空间直角坐标系， 
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点 A 为坐标原点，设 ,依题意得 , 

, ,  

（1） 解：易得 ,  

于是  

所以异面直线 与 所成角的余弦值为  

（2） 证明：已知 , ,  

于是 · =0， · =0.因此， , ,又  

所以 平面  

(3)解：设平面 的法向量 ，则 ,即  

不妨令 X=1,可得 ．由（2）可知， 为平面 的一个法向量． 

于是 ，从而  

所以二面角 的正弦值为  

方法二：（1）解：设 AB=1，可得 AD=2,AA1=4,CF=1.CE=  

 

链接B1C,BC1，设 B1C与 BC1交于点 M,易知A1D∥B1C，由
1

CE CF 1
= =

C B C C 4
,可知 EF∥BC1.

故 B M C 是异面直线 EF 与 A1D 所成的角，易知 BM=CM=
1

1
B C = 5

2
,所以

2 2 2
3

c o s
2 ? 5

B M C M B C
B M C

B M C M

 
   ,所以异面直线 FE 与 A1D 所成角的余弦值为  

（2）证明：连接 AC，设 AC 与 DE 交点 N 因为
1

2

C D E C

B C A B
  ，所以 R t D C E R t C B A   ，

从而 C D E B C A   ，又由于 9 0C D E C E D     ,所以 9 0B C A C E D     ，故

AC⊥DE,又因为 CC1⊥DE 且 1
C C A C CI ，所以 DE⊥平面 ACF，从而 AF⊥DE. 

连接 BF，同理可证 B1C⊥平面 ABF,从而 AF⊥B1C,所以 AF⊥A1D 因为 1
D E A D D ，所以 AF⊥平面 A1ED 

(3)解：连接 A1N.FN,由（2）可知 DE⊥平面 ACF,又 NF 平面 ACF, A1N 平面 ACF，所以 DE⊥NF,DE⊥A1N,故 1
A N F

为二面角 A1-ED-F 的平面角 
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易知 R t C N E R t C B A   ，所以
C N E C

B C A C
 ，又 5A C  所以

5

5
C N  ，在

2 2

1

3 0

5
R t N C F N F C F C N R t A A N   中 ， 在 中 2 2

1 1

4 3 0

5
N A A A A N    

连接 A1C1,A1F 在 2 2

1 1 1 1 1 1
1 4R t A C F A F A C C F   中 ，  

2 2 2

1 1

1 1

1

2
c o s

2 ? 3

A N F N A F
R t A N F A N F

A N F N

 
   在 中 ， ．所以

1

5
s in

3
A N F  所以二面角 A1-DE-F 正弦值为  

23．（2023·天津和平·耀华中学校考一模）在平面直角坐标系中，已知 1
F ， 2

F 分别是椭圆 C：
2

2
1

4

x
y  的左焦点和

右焦点. 

(1)设 T 是椭圆 C 上的任意一点，求
1 2

T F T F 取值范围； 

(2)设  0 , 1A  ，直线 l 与椭圆 C 交于 B，D 两点，若 A B D△ 是以 A 为直角顶点的等腰直角三角形，求直线 l 的方程. 

【答案】(1)  2 ,1 ；(2)
3

5
y  或

5 3

5 5
y x   . 

【分析】（1）求出焦点坐标，设点
0 0

( , )T x y ，利用数量积的运算律得到关于 0
x 的函数，再确定其范围作答. 

（2）当 l 垂直于 y 轴时，求出 l 的方程；当 l 不垂直于 y 轴时，设出 l 的方程并与椭圆方程联立，结合韦达定理和等

腰直角三角形的性质确定直线的斜率即可求得直线方程. 

【详解】（1）在椭圆C ：
2

2
1

4

x
y  中，

1
( 3 , 0 )F  ，

2
( 3 , 0 )F ， 

设
0 0

( , )T x y ，则有
2

20

0
1

4

x
y  ，即

2

2 0

0
1

4

x
y   ，

1 0 0 2 0 0
( 3 , , )() 3 ,T F x y T F x y       ， 

于是
2 2 2

1 2 0 0 0 0 0 0

2
)( ) (

3
( 3 3 3

4
) 2T F T F x x x y xy          ，显然  

2

0
0 , 4x  ， 

所以
1 2

T F T F 的取值范围是  2 ,1 . 

 

（2）显然直线 l 不垂直于 x 轴，当直线 l 垂直于 y 轴时，由对称性知，点 ,B D

关于 y 轴对称， 

不妨令点 B 在 y 轴右侧，因为 A B D△ 是以 A 为直角顶点的等腰直角三角形， 

则直线 A B 方程为： 1y x  ，由 2 2

1

4 4

y x

x y

 


 

消去 y 得： 2
5 8 0x x- = ，于是

得
8 3

( , )
5 5

B ，点
8 3

( , )
5 5

D  ， 

直线 l 的方程为
3

5
y  ， 

当直线 l 与坐标轴不垂直时，设直线 l 的方程为 ( 1, 0 )y k x m m k     ，设 1 1 2 2
( , ), ( , )B x y D x y ， 

由 2 2
4 4

y k x m

x y

 


 

消去 y 得： 2 2 2
(1 4 ) 8 4 4 0k x km x m     ， 
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则 2 2 2 2
64 16( )1 4 1) 0(k m k m      ，即 2 2

4 1k m  ， 1 2 2

8

1 4

k m
x x

k


 


，

2

1 2 2

4 4

1 4

m
x x

k





， 

因为 A B D△ 是以A 为直角顶点的等腰直角三角形，则 A B A D ，有 0A B A D 

uuur uuur
， 

而
1 1 2 2

( , 1) , ( , 1)A B x y A D x y   

uuur uuur

，于是 1 2 1 2
( 1)( 1) 0x x y y    ， 

即 1 2 1 2
( 1)( 1) 0x x kx m kx m      ，整理得

2 2

1 2 1 2
(1 ( 1) ( 1) 0) )(k x x k m x x m       ， 

从而
2

2 2

2 2

4 4 8
(1 ( 1) ( 1) 0

1 4 1 4
)

m k m
k k m m

k k


       

 
， 

化为 2 2 2
4 (1 ( 1) 8 1 4 ( 1) 0) ( )k m k m k m     ，解得

3

5
m  ， 

又线段 BD 的中垂线过点
2 2

4
,

1 4 1 4

k m m

k k

 
 

  
及点 A，因此

2

2

1
11 4

4

1 4

m

k

k m k

k




 




， 

即 2
3 1 4m k  ，解得

5

5
k   ，而当

5 3
,

5 5
k m   时， 2 2

4 1k m  成立，即 0  ， 

因此直线 l 的方程为
5 3

5 5
y x   ， 

所以满足条件的直线 l 的方程为
3

5
y  或

5 3

5 5
y x   . 

【点睛】思路点睛：解答直线与椭圆的题目时，时常把两个曲线的方程联立，消去 x(或 y)建立一元二次方程，然后

借助根与系数的关系，并结合题设条件建立有关参变量的等量关系．涉及到直线方程的设法时，务必考虑全面，不

要忽略直线斜率为 0 或不存在等特殊情形． 

24．（2023·天津河西·统考一模）已知椭圆
2 2

2
: 1

4

x y
C

b
  的左顶点 A 与上顶点 B 的距离为 6 . 

(1)求椭圆 C 的方程和焦点的坐标； 

(2)点 P 在椭圆 C 上，且 P 点不在 x 轴上，线段 A P 的垂直平分线与 y 轴相交于点 Q，若 P A Q△ 为等边三角形，求点

的 P 横坐标. 

【答案】(1)椭圆方程为
2 2

1
4 2

x y
  ，焦点坐标为 ( 2 , 0 ) ；(2)

2

5
 ． 

【分析】（1）由 6A B  ，求得b ，得椭圆方程，再计算 c 得焦点坐标； 

（2）设 A B 方程为 ( 2)y k x  ， 0k  ，代入椭圆方程求得 P 点坐标，然后求出 A P 的中垂线方程，得 N 点坐标，

再利用 A P A N 求得 k 后得 P 点横坐标． 

【详解】（1）由题意左顶点 A 与上顶点 B 的距离为 2
4 b  6 ，解得 2b  ，所以 2c  ， 

椭圆方程为
2 2

1
4 2

x y
  ，焦点坐标为 ( 2 , 0 ) ； 

（2）由已知 ( 2 , 0 )A  ，设 A B 方程为 ( 2)y k x  ， 0k  ，代入椭圆方程并整理得： 

2 2 2 2
(1 2 ) 8 8 4 0k x k x k     ， 
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由 2x   是此方程的一个解得
2

2

4 2

1 2
P

k
x

k


 


，所以

2

4

1 2
P

k
y

k



， 

A P 的中点坐标为
2

2 2

4 2
( , )

1 2 1 2

k k

k k


 
， A P 的垂直平分线方程为

2

2 2

2 1 4
( )

1 2 1 2

k k
y x

k k k
   

 
， 

令 0x  得
2

2

1 2
N

k
y

k
 


， P A Q△ 为等边三角形，则 A P A Q ， 

所以

2 2 22

2

2 2 2

4 2 4 2
2 ( 2 )

1 2 1 2 1 2

k k k

k k k

     
           

      

，解得
2 3

4
k  ，所以

3
4 2

24

3 5
1 2

4

P
x

 

   

 

． 

25．（2023·天津河北·统考一模）已知椭圆  

2 2

2 2
: 1 0

x y
C a b

a b
    的焦距为 2，点

2
(1, )

2
在 C 上. 

(1)求 C 的方程； 

(2)若过动点 P 的两条直线 1
l ， 2

l 均与 C 相切，且 1
l ， 2

l 的斜率之积为-1，点  3 , 0A  ，问是否存在定点 B，使得

0P A P B  ？若存在，求出点 B 的坐标；若不存在，请说明理由. 

【答案】(1)
2

2
1

2

x
y  ；(2)存在，点  3 , 0B . 

【分析】(1)根据给定条件可得椭圆 C 的二焦点坐标，利用椭圆定义求出椭圆的长轴长即可计算作答. 

(2)设出过点 0 0
( , )P x y 的直线方程，与椭圆 C 的方程联立，由判别式Δ 0 探求出 0 0

,x y 的关系即可推理作答. 

【详解】（1）由题意知，椭圆 C 的半焦距 1c  ，焦点分别为  1, 0 ，  1, 0 ， 

由椭圆定义得：椭圆长轴长 2 2 2 22 2
2 (1 1) ( ) (1 1) ( ) 2 2

2 2
a        ，即 2a  ， 2 2

1 1b a   ， 

所以椭圆 C 的方程为
2

2
1

2

x
y  . 

（2）设点 0 0
( , )P x y ，显然

0
2x   ，过点 P 的直线方程为  0 0

y y k x x   ， 

由
 0 0

2 2
2 2

y y k x x

x y

   


 

消去 y 并整理得：      
22 2

0 0 0 0
1 2 4 2 2 0k x k y k x x y k x       ， 

因为直线 l 与 C 相切，则      
2 22 2

0 0 0 0
1 6 8 1 2 1 0k y k x k y k x        

 
，得  

2 2

0 0
1 2y kx k   ， 

即  
2 2 2

0 0 0 0
2 2 1 0x k x y k y     ，设直线 1

l ， 2
l 的斜率分为 1

k ， 2
k ，显然 1

k ， 2
k 是上述关于 k 的一元二次方程的两

个根， 

则
2

0

1 2 2

0

1
1

2

y
k k

x


  


，化简得

2 2

0 0
3x y  ，即点 P 到坐标原点 O 的距离 3P O  ， 

故点 P 在以 O 为圆心， 3 为半径的圆上，并且是动点，而点 A 为该圆上一定点， 

则当满足 0P A P B  时，AB 为圆 O 的直径，即点  3 , 0B ， 

所以存在点  3 , 0B 满足题意. 

【点睛】思路点睛：涉及动直线与圆锥曲线相交满足某个条件问题，设出直线方程并与圆锥曲线方程联立，结合已
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知条件及韦达定理推理求解. 

26．（2023·天津·校联考一模）已知椭圆C ：  

2 2

2 2
1 0

x y
a b

a b
    的右焦点为点 F ， A 、 B 分别为椭圆C 的上、下

顶点，若椭圆中心到直线 A F 的距离为其短轴长的
1

4
． 

(1)求椭圆的离心率； 

(2)过点 B 且斜率为 k （ 0k  ）的直线 l 交椭圆C 于另一点 N （异于椭圆的右顶点），交 x 轴于点 P ，直线 A N 与直线

x a 相交于点Q ，过点A 且与 P Q 平行的直线截椭圆所得弦长为 14 ，求椭圆C 的标准方程． 

【答案】(1)
1

2
(2)

2 2

1
8 6

x y
 =  

【分析】（1）椭圆中心到直线 A F 的距离为其短轴长的
1

4
，由面积法列出 a、c 齐次式，可求椭圆的离心率； 

（2）设出直线 l 的方程，与椭圆联立方程组，求得点 N 坐标，得到直线 A N 的方程和点Q 坐标，左顶点  2 , 0D c ，

由直线 P Q 的斜率可得弦为 AD，可求出椭圆方程. 

【详解】（1）由题意  , 0F c ，  0 ,A b ，椭圆中心到直线 A F 的距离为其短轴长的
1

4
，由直角三角形面积关系得

2 21
2

4
b c b b c    ，即

1
2

4
b c b a   ，解得椭圆的离心率

1

2

c
e

a
  . 

（2）由（1）得 2a c ， 3b c ，易得  0 , 3A c ，  0 , 3B c ， 

直线 l 的方程为 3y k x c  ，因为直线 l 不过右顶点  2 , 0c ，所以
3

2
k  ， 

由

2 2

2 2
1

4 3

3

x y

c c

y k x c


 




 

，得  
2 2

3 4 8 3 0k x kcx   ，
2

8 3

3 4
N

k c
x

k
 



， 

从而
2

2 2

8 3 4 3 3 3
,

3 4 3 4

k c k c c
N

k k

 
 
   

，
3

, 0
c

P
k

 

 
 
 

， 

直线 A N 的斜率为

2

2

2

4 3 3 3
3

6 3 33 4

48 3 8 3

3 4

k c c
c

ck

kk c k c

k





  



， 

故直线 A N 的方程为
3

3
4

y x c
k

   ，令 2x c ，得
3

2 , 3
2

c
Q c c

k

 
  

 
， 

直线 P Q 的斜率

3
3

3 2 3 32

23 4 2 3
2

P Q

c
c

c k ck
k

c k c c
c

k

 
 

  




， 

 0 , 3A c ，左顶点  2 , 0D c ，
3

2
A D

k  ，即
2 2 2

1 4A D a b   ，
1

2

c

a
 解得 2

8a  ， 2
6b  ， 2

2c  ． 

 椭圆的标准方程为
2 2

1
8 6

x y
 =  
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【点睛】方法点睛：解决直线与椭圆的综合问题时，要注意观察应用题设中的每一个条件，明确确定直线、椭圆的

条件；强化有关直线与椭圆联立得出一元二次方程后的运算能力，重视根与系数之间的关系、弦长、斜率、三角形

的面积等问题． 

27．（2023·天津南开·统考一模）已知 1 2
,F F 是椭圆

2 2

2 2
: 1( 0 )

x y
C a b

a b
    的两个焦点，过  2

1, 0F 的直线 l 交C 于 ,P Q

两点，当 l 垂直于 x 轴时，且 1 2
P F F△ 的面积是

3

2
. 

(1)求椭圆C 的标准方程； 

(2)设椭圆C 的左顶点为A ，当 l 不与 x 轴重合时，直线 A P 交直线 : 2m x a 于点M ，若直线m 上存在另一点 N ，使

2 2
0F M F N  ，求证： , ,A Q N 三点共线. 

【答案】(1)
2 2

1
4 3

x y
  (2)证明见解析 

【分析】（1）根据已知条件及椭圆的定义求得 a、b 的值即可. 

（2）设直线 PQ 方程，联立其与椭圆方程可得 1 2
y y ， 1 2

y y ，联立直线 A P 的方程与直线 m 方程可得点 M 坐标，求

出 2
F M 的斜率，得到直线 2

F N 的斜率，求出直线 2
F N 的方程，得到点 N 坐标，再证明 A Q A N

k k 即可. 

【详解】（1）依题意知， 1c  ，所以 2 2
1a b  . 

因为 1 2
P F F△ 的面积是

3

2
，即 2

1 3
2

2 2
P F   ，解得 2

3

2
P F  ，所以

2

1

3 5
4

2 2
P F

 
   

 

， 

从而 1 2
2 4a P F P F   ，解得 2a  ，所以 2

3b  ，椭圆的标准方程为
2 2

1
4 3

x y
  . 

（2）由（1）知，  2 , 0A  . 

依题意，设直线 l 方程为    1 1 2 2
1, , , ,x m y P x y Q x y  ，由

2 2

1,

3 4 1 2 ,

x m y

x y

 


 

消去 x 得  
2 2

3 4 6 9 0m y m y    ， 

则 1 2 1 22 2

6 9
,

3 4 3 4

m
y y y y

m m

 
  

 
，直线 A P 的斜率

1

1
2

P A

y
k

x



，直线 A P 的方程：  

1

1

2
2

y
y x

x
 


， 

而直线 : 4m x  ，所以
1

1

6
4 ,

2

y
M

x

 

 
 

.直线 2
F M 的斜率

2

1

1 1

1

6

2 2

4 1 2
F M

y

x y
k

x


 

 

， 

而
2 2

0F M F N  ，即 2 2
F M F N ，所以直线 2

F N 的斜率
2

1

1

2

2
F N

x
k

y


  . 

因此直线 2
F N 的方程：  1

1

2
1

2

x
y x

y


   ，则点

1

1

3 6
4 ,

2

x
N

y

 
 

 

，所以直线 A N 的斜率

 

1

1 1

1

3 6

2 2

4 2 4
A N

x

y x
k

y





  

 

. 

又直线 A Q 的斜率
2

2
2

A Q

y
k

x



， 

则
   

 

2

1 2 1 2
2 1 2 1

2 1 2 1 1 2

4 3 92 3

2 4 3 4 4 3
A Q A N

m y y m y yy x y m y
k k

x y m y y y m y

     
       

   

， 
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而    
 

2

2

1 2 1 2 2 2

9 4 6 3
4 3 9 9 0

3 4 3 4

m m m
m y y m y y

m m

   
       

 

，即 A Q A N
k k ，所以 , ,A Q N 三点共线. 

28．（2023·天津·大港一中校联考一模）已知椭圆  

2 2

2 2
: 1 0

x y
C a b

a b
    的离心率为

3

2
，直线

2

2
y x  与椭圆C

相交于两点 M 、 N ，且
1 2

5
M N  ． 

(1)求椭圆C 的方程； 

(2)设点 P 是椭圆C 上除长轴端点外的任一点， 1
F 、 2

F 为左、右焦点，连接 1
P F 、 2

P F ，设 1 2
F P F 的角平分线 P Q 交

椭圆C 的长轴于点  , 0Q m ，求m 的取值范围． 

【答案】(1)
2

2
1

4

x
y  (2)

3 3
,

2 2

 
 

 
 

【分析】（1）由已知可得 2 2
4a b ，则椭圆C 的方程可化为 2 2 2

4 4x y b  ，将直线 l 的方程与椭圆C 的方程联立，列

出韦达定理，结合弦长公式以及
1 2

5
M N  可求出 2

b 的值，由此可得出椭圆C 的方程； 

（2）由角平分线的性质可得出
1 1

2 2

3

3

P F Q F m

P F Q F m


 


，可求得

 
2

2 3

3

m

P F



 ，求出 2
P F 的取值范围，可得出关

于实数m 的不等式，解之即可. 

【详解】（1）解：因为
3

2

c
e

a
  ，且 2 2 2

c a b  ，则 2 2
4a b ， 

所以，椭圆C 的方程可化为 2 2 2
4 4x y b  ， 

联立
2 2 2

2

2

4 4

y x

x y b


 



  

，消去 y 可得 2 2
5 4 2 2 4 0x x b    ， 

   
2

2 2
4 2 4 5 2 4 8 0 8 0b b         ，可得

2 1

1 0
b  ， 

设点  1 1
,M x y 、  2 2

,N x y ，则
1 2

4 2

5
x x   ，

2

1 2

2 4

5

b
x x


 ， 

所以  
 

2 2
2

2

1 2 1 2

4 2 44 2 4 1 0 1 1 2
2 4 2

5 5 5 5

b b
M N x x x x

  
          

 
 

， 

解得： 2
1b  ，从而 2

4a  ，故所求椭圆C 的方程为：
2

2
1

4

x
y  ． 

（2）解：在椭圆C 中， 2a  ， 1b  ， 3c  ，则点  1
3 , 0F  、  2

3 , 0F ， 

因为 1 2
F P F 的角平分线 P Q 交椭圆C 的长轴于点  , 0Q m ， 

在点Q 到直线 1
P F 、 2

P F 的距离相等，则
1

2

1 1

2 2

3

3

Q P F

Q P F

S P F Q F m

S P F Q F m


  



△

△

， 

由椭圆的定义可得 1 2
2 4P F P F a   ， 
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所以，
2

2

4 3

3

P F m

P F m

 



，解得

 
2

2 3

3

m

P F



 ， 

设点  0 0
,P x y ，其中 0

2 2x   ，且
2

2 0

0
1

4

x
y   ， 

所以，  
2 2

2
2 2 0 0

2 0 0 0 0 0

3
3 2 3 3 1 2 3 4

4 4

x x
P F x y x x x            

 0 0

3 3
2 2 2 3 , 2 3

2 2
x x       ， 

所以，
 2 3

2 3 2 3

3

m

    ，解得
3 3

2 2
  m . 

因此，实数m 的取值范围是
3 3

,
2 2

 
 

 
. 

【点睛】方法点睛：圆锥曲线中取值范围问题的五种求解策略： 

（1）利用圆锥曲线的几何性质或判别式构造不等关系，从而确定参数的取值范围； 

（2）利用已知参数的范围，求新的参数的范围，解这类问题的核心是建立两个参数之间的等量关系； 

（3）利用隐含的不等关系建立不等式，从而求出参数的取值范围； 

（4）利用已知的不等关系建立不等式，从而求出参数的取值范围； 

（5）利用求函数值域的方法将待求量表示为其他变量的函数，求其值域，从而确定参数的取值范围. 

29．（2023·天津红桥·统考一模）设椭圆
2 2

2 2
: 1( 0 )

x y
C a b

a b
    的左、右焦点分别为 1 2

F F、 ，离心率
1

2
e  ，长轴为

4，且过椭圆右焦点 2
F 的直线 l 与椭圆C 交于M N、 两点． 

(1)求椭圆 C 的标准方程； 

(2)若 2O M O N   ，其中O 为坐标原点，求直线 l 的斜率； 

(3)若 A B 是椭圆C 经过原点O 的弦，且 / /M N A B ，判断
2

| |

| |

A B

M N
是否为定值？若是定值，请求出，若不是定值，请说

明理由．【答案】(1)
2 2

1
4 3

x y
  (2) 2 (3)是定值，定值为 4 

【分析】（1）由离心率和长轴，求出 a 和 c ，再由 2 2 2
b a c  求得 2

b ，即可求出椭圆标准方程； 

（2）设直线 l 的方程为： ( 1)y k x  ，直线 l 与椭圆C 交于两点 1 1
( , )M x y ， 2 2

( , )N x y ，直线方程与椭圆方程联立，分

别表示出 1 2
x x 和 1 2

y y ，由 2O M O N   列出方程，即可求出斜率值； 

（3）由弦长公式表示出 M N ，再由 A B 是椭圆C 经过原点O 的弦，且 / /M N A B ，表示出
2

A B ，即可得出答案． 

【详解】（1）解：由离心率
1

2
e  ，长轴为 4，得 2a  ， 1c   ， 

所以 2 2 2
3b a c   ，故椭圆 C 的标准方程为：

2 2

1
4 3

x y
  ． 

（2）由（1）得椭圆的右焦点 2
F 的坐标为 (1, 0 ) ， 
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设直线 l 的方程为： ( 1)y k x  ，直线 l 与椭圆C 交于两点 1 1
( , )M x y ， 2 2

( , )N x y ， 

由

2 2

1
4 3

( 1)

x y

y k x


 



  

得， 2 2 2 2
(3 4 ) 8 4 1 2 0k x k x k     ，则

2

1 2 2

8

3 4

k
x x

k
 


，

2

1 2 2

4 1 2

3 4

k
x x

k


 


， 

所以
2

2

1 2 1 2 1 2 2

9
[ ( ) 1]

3 4

k
y y k x x x x

k


     


，因为 2O M O N   ， 

所以 1 2 1 2
2x x y y     ，即

2 2

2 2

4 1 2 9
2

3 4 3 4

k k

k k


  

 
，解得 2k   ， 

故直线 l 的斜率为 2 ． 

（3）
2

| |

| |

A B

M N
是定值，理由如下， 

由（2）得：直线 l 的方程为： ( 1)y k x  ，直线 l 与椭圆C 交于两点 1 1
( , )M x y ， 2 2

( , )N x y ， 

2

1 2 2

8

3 4

k
x x

k
 


，

2

1 2 2

4 1 2

3 4

k
x x

k


 


，则 2 2

1 2 1 2
(1 )[ ( ) 4 ]M N k x x x x   

2 2

2 2

2 2

8 4 1 2
(1 )[( ) 4 ]

3 4 3 4

k k
k

k k


   

 

  

2

2

2 2

1 4 4 (1 )
(1 )

(3 4 )

k
k

k


  



2

2

1 2 (1 )

3 4

k

k





， 

由 A B 是椭圆C 经过原点O 的弦，设 ( , )A m n ， ( , )B m n  ，直线 A B 的斜率为 A B
k ，则

2 2 2
4 4A B m n  ， 

由 / /M N A B 得，
2

2
A B

n n
k k

m m
   ，且

2 2

1
4 3

m n
  ，得

2
2

2

4 8 (1 )

3 4

k
A B

k





，所以

2

2

2

2

2

4 8 (1 )

3 4

1 2 (1 )

| |

|

4

4
|

3

k

kA

k

k

B

M N









  ，为定值． 

30．（2023·天津河东·一模）已知椭圆
2 2

2 2
: 1( 0 )

x y
C a b

a b
    的离心率为

6

3
，右焦点为  2 , 0F ． 

(1)求椭圆方程； 

(2)过点 F 的直线 l 与椭圆交于A ， B 两点，线段 A B 的垂直平分线与直线 3x  交于点C ， A B C 为等边三角形，求

直线 l 的方程．【答案】(1)
2 2

1
6 2

x y
  (2) 2y x  或 2y x    

【分析】（1）根据离心率和焦点坐标可求出 6a  ，再根据 2 2 2
b a c  ，可求得 2

2b  ，即可求解； 

（2）讨论直线 A B 的斜率存在还是不存在，当斜率存在且 0k  时，直线代入椭圆可得
2

1 2 2

1 2

3 1

k
x x

k
 


，

2

1 2 2

1 2 6

3 1

k
x x

k





，可求出A B 的中点为

2

2 2

6 2
,

3 1 3 1

k k
D

k k

 

 
  

，通过弦长公式和两点距离求出 | | , | |A B C D ,利用
| | 2

| | 3

A B

C D


即可求解 

【详解】（1）由题意可得
6

3

c
e

a
  ， 2c  ，解得 6a  ， 

由 2 2 2
b a c  ，∴ 2

2b  ，则椭圆C 的方程为
2 2

1
6 2

x y
   

（2）当直线A B 为 x 轴时，易得线段 A B 的垂直平分线与直线 3x  没有交点，故不满足题意； 

当 A B 所在直线的斜率存在且不为 x 轴时，设该直线方程为  2 ) 0(  y k x k ，  1 1
,A x y ，  2 2

,B x y ， 
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2 2

( 2 )

1
6 2

y k x

x y

 



 


，解为  
2 2 2 2

3 1 1 2 1 2 6 0k x k x k     ，      
4 2 2 2

1 4 4 4 3 1 1 2 6 2 4 1 0k k k k        ， 

所以
2

1 2 2

1 2

3 1

k
x x

k
 


，

2

1 2 2

1 2 6

3 1

k
x x

k





21 2 1 2 1 2

4
( 2 ) ( 2 ) ( 4 )

3 1

k
y y k x k x k x x

k


       


， 

设 A B 的中点为D ，则
2

2 2

6 2
,

3 1 3 1

k k
D

k k

 

 
  

，设  3,
C

C y ，由 A B C 为等边三角形，
| | 2

| | 3

A B

C D
 ，

1

C D
k

k
  ， 

2 2 2

2

2 2 2

6 1 3 3
| | 1 3

3 1 3 1
C D

k k k
C D k

k k k

   
    

  

， 

 
22

1 2 1 2
| | 1 4A B k x x x x   

2
2 2

2

2 2

1 2 1 2
1 4

3 1 3 1

6k k
k

k k

 
   



 
  

 
2

2

2 6 1

3 1

k

k






所以

 
2

2

2 2

2 6 1| | 2

| | 3 3 1 3

kA B k

C D k k


  

 
，解得 2

1k  ，所以 1k   ， 

当 A B 所在直线的斜率不存在时，将 2x  代入
2 2

1
6 2

x y
  可得

6

3
y   ，所以 |

2 6
|

3
A B  ， | | 1C D  ，不满足题意， 

综上所述，直线 l 的方程为 2y x  或 2y x    

【点睛】方法点睛：利用韦达定理法解决直线与圆锥曲线相交问题的基本步骤如下： 

（1）设直线方程，设交点坐标为    1 1 2 2
, , ,x y x y ；（2）联立直线与圆锥曲线的方程，得到关于 x （或 y ）的一元二

次方程，必要时计算 ；（3）列出韦达定理； 

（4）将所求问题或题中的关系转化为 1 2
x x 、 1 2

x x （或 1 2
y y 、 1 2

y y ）的形式；（5）代入韦达定理求解. 

31．（2023·天津·统考一模）已知椭圆  

2 2

2 2
1 0

x y
a b

a b
    的左､右焦点分别为 1

F 、 2
F ，过 1

F 作斜率为
2

4
的直线与

椭圆相交于 M 、N 两点，且 2
M F 与 x 轴垂直.(1)求椭圆的离心率；(2)若三角形 2

F M N 的面积为
3 2

5
，求椭圆的方程. 

【答案】(1)
2

2

(2)
2

2
1

2

x
y   

【分析】（1）求出点M 的坐标，根据
1

2

4
M F

k  可得出关于 a 、 c 的齐次等式，即可解得该椭圆的离心率的值； 

（2）由（1）可得出椭圆的方程为
2 2

2 2
1

2

x y

c c
  ，将直线M N 的方程与椭圆的方程联立，求出点 M 、 N 的坐标，利

用三角形的面积公式可求得 c 的值，即可得出椭圆的方程. 

【详解】（1）解：将 x c 代入椭圆的方程可得
2 2

2 2
1

c y

a b
  ，解得

2
b

y
a

  ，因为直线M N 的斜率为
2

4
，易知点

2

,
b

M c
a

 

 
 

，所以，
1

2

2
2

2 2 4
M N M F

b

ba
k k

c a c
   

，所以，  
2 2 2

2 2b a c a c   ， 

等式  
2 2

2 a c a c  两边同时除以 2
a 可得 2

2 2 0e e   ，因为 0 1e  ，解得
2

2
e  . 

因此，该椭圆的离心率为
2

2

. 
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（2）解：由（1）知， 2a c ， 2 2
b a c c   ，故椭圆方程为

2 2

2 2
1

2

x y

c c
  ， 

由题意，则直线M N 的方程为  
2

4
y x c  ， 

联立
 

2 2 2
2 2

2

4

x y c

y x c

  



 


，消去 y 并化简可得 2 2
5 2 7 0x c x c   ，显然 0  ， 

设点  1 1
,M x y 、  2 2

,N x y ，解得

1

1

2

2

x c

y c








或

2

2

7

5

2

1 0

c
x

y c


 






 



，故点
2

,
2

M c c
 

  
 

、
7 2

,
5 1 0

c
N c

 
  

 
 

， 

所以，
2

2

1 2

1 3 2 3 2
2

2 5 5
F M N

S c y y c     
△

，解得 1c  ，因此，椭圆的方程为
2

2
1

2

x
y  . 

32．（2023·天津和平·统考一模）在平面直角坐标系 x O y 中，椭圆
2 2

2 2
: 1( 0 )

x y
C a b

a b
    的离心率为

1

2
，点A 是椭

圆与 x 轴负半轴的交点，点 B 是椭圆与 y 轴正半轴的交点，且直线 A B 与圆
2 2 1 2

:
7

O x y  相切. 

(1)求椭圆C 的方程； 

(2)已知斜率大于 0 的直线 l 与椭圆C 有唯一的公共点M ，过点A 作直线 l 的平行线交椭圆C 于点 P ，若 MOP△ 的面

积为
3

4
，求直线 l 的方程.【答案】(1)

2 2

1
4 3

x y
  ；(2)

1 3
4

2
y x  . 

【分析】（1）由题可得直线 AB 的方程，然后利用直线与圆的位置关系即得； 

（2）设直线 l 的方程为  0y kx m k   ，根据椭圆与直线的位置关系可得 2 2
4 3m k  及

4 3
,

k
M

m m

 
 

 
，进而可得直

线  : 2A P y k x  ，结合椭圆方程可得
2

2 2

6 8 1 2
,

4 3 4 3

 

 
  

k k
P

k k
，然后根据三角形面积结合条件进而即得. 

【详解】（1）设椭圆的半焦距为 c ，由
1

2
e  ，可得 2 , 3a c b c  ，则    2 , 0 , 0 , 3A c B c ， 

所以直线 AB 的方程为 1
2 3

x y

c c

 


，即 3 2 2 3 0x y c   ，因为直线 A B 与圆
2 2 1 2

:
7

O x y  相切， 

所以
2 3 1 2

77

c

 ，解得 1, 2 , 3  c a b ，所以椭圆 C 的方程为
2 2

1
4 3

x y
  ； 

（2）设直线 l 的方程为  0y kx m k   ，  1 1
,M x y  ， 

由 2 2

1
4 3

y k x m

x y

 



 


，可得  
2 2 2

4 3 8 4 1 2 0k x km x m     ，所以      
2 2 2

8 4 4 3 4 1 2 0k m k m      ，可得 2 2
4 3m k  ， 

所以 1 2

4 4

4 3

k m k
x

k m
   


，

2 2

1

4 4 3k m k
y k m

m m m

 
      

 
，即

4 3
,

k
M

m m

 
 

 
， 

所以直线 OM 的方程为
3

4
y x

k
  ，即 3 4 0x ky  ，又  2 , 0A  ，由题可得直线  : 2A P y k x  ， 

由

 
2 2

2

1
4 3

y k x

x y

  



 


，可得  
2 2 2 2

4 3 1 6 1 6 1 2 0k x k x k     ，显然 0  ， 
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设  2 2
,P x y ，则

2

2 2

1 6 1 2
2

4 3

k
x

k


 


，

2

2 2

6 8

4 3

k
x

k





，

2

2 2 2

6 8 1 2
2

4 3 4 3

k k
y k

k k

 
    

  

，即
2

2 2

6 8 1 2
,

4 3 4 3

 

 
  

k k
P

k k
， 

则 P 到直线 OM 距离为

2

2

2 2

2

6 8 1 2
3 4

4 3 4 3 6

9 1 6 9 1 6

k k

k

k k
d

k

k


  
 

 

 

， 

所以三角形的面积为
2 2

2

1 1

9 1

4 3 6 3 3

2 2 46
M O P

k
S O M d

m mkm

 
   

 
   

  

 


，所以 4m  ， 2 2
4 3 1 6m k   ，又

0k  ，所以
1 3

2
k  ， 4m   ，所以直线 l 的方程为

1 3
4

2
y x  . 

33．（2023·天津·校联考一模）已知数列 n
a 是首项为 1 的等差数列，数列 n

b 是公比不为 1 的等比数列，且满足

1 2 2
a a b  ， 2 3 3

a a b  ， 4 5 4
a a b  . 

(1)求数列 n
a ， n

b 的通项公式； 

(2)求  
2

1

1

n
k

k k

k

a b



 ； 

(3)令
   

*2 2

1 1

( N )
1 1

n n

n

n n n n

a b
c n

a b a b

 

 

 
 

，记数列 n
C 的前 n 项和为 n

S ，求证：对任意的 *
Nn  ，都有

4
1

3
n

S  . 

【答案】(1) 2 1
n

a n  ， 2
n

n
b  (2)  

2

1

1

2 2 1
4

9 3 1 8
1

n
k n

k k

k

a b n





 

   
 

 (3)证明见解析 

【分析】（1）利用等差数列，等比数列的通项公式可得到结果； 

（2）  
2

1

1

n
k

k k

k

a b



 可转化为等差乘等比类型，利用错位相减法可解；（3）数列 n
C 的前 n 项和 n

S 可利用裂项相消，

然后用放缩可证. 

【详解】（1）设 n
a 的公差为d ， n

b 的公比为  1q q  ，则  1 1
n

a n d   ，
1

1

n

n
b b q


 . 

由题意知，      
22

3 2 4 2 3 1 2 4 5
b b b a a a a a a      ， 

所以      
2

2 3 2 2 7d d d    ，解之得 2d  ， 0d  ， 

当 0d  时， 1
n

a  ，则 12 2
2b a a  ， 3 2 3

2b a a   ，即
3

2

1
b

q
b

  与 1q  矛盾，故舍去； 

当 2d  时， 2 1
n

a n  ，则 12 2
4b a a  ， 3 2 3

8b a a   ， 

所以
3

2

2
b

q
b

  ,
2

1
2

b
b

q
  ，满足题意；所以 2 1

n
a n  ， 2

n

n
b  . 

（2）设      
2

1 1 2 2 3 3 4 4 2 2

1

1

n
k

n k k n n

k

T a b a b a b a b aa b b



            ， 

   1 1 2 2 3 3 4 4 2 2n n n
T a b a b a b a b a b           ， 

设    
2 2 1

2 2 2 1 2 1

1
4 1 2 4 3 2 2 4

2

n n n

n n n n n
t a b a b n n n



 

 
        

 
， 

则
2

1 2

5 9 1
4 4 2 4

2 2 2

n

n n
T t t t n

 
                 

 
，

2 3 15 9 1
4 4 4 2 4

2 2 2

n

n
T n

 
          

 
， 
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两式相减得  
2 3 11

3 1 0 2 4 2 4 2 4 2 4
2

n n

n
T n

 
               

 
， 

所以
12 2 1

4
9 3 1 8

n

n
T n

 
   

 
，即  

2

1

1

2 2 1
4

9 3 1 8
1

n
k n

k k

k

a b n





 

   
 

 . 

（3）证明：
   

 

         1 1

2

2 2

11
4

1 1 2 1 2 1 2 1 2 12

2

1 2 1 2 1 2 1

2 3 1 1
n n

n n nn n

n n n

n

n

a b
c

a b a b n nn n

n
 



 


 

    
       



   

， 

   
1

1
4

3 1 3 1 3 4 1 2 1

1

2 1 2

1

1 2

1 1

1

1

n n n
S

n n


 
          

     

，
 

1
4

3 2 1

1

1

1

2
n n

S
n



 
  

   

， 

因为 *
n  N ，易知 n

S 随着 n 的增大而增大，所以 1

4 0
1

3 9
n

SS    ，
4

3
n

S  ，所以
4

1
3

n
S  . 

【点睛】方法点睛： 

求数列前 n 项和常见的方法： 

公式法：适用于等差数列、等比数列以及其他特殊数列. 

分组求和法：在直接运用公式法求和有困难时，常将“和式”中“同类项”先合并在一起，再运用公式法求和. 

倒序相加法：若和式中到首尾距离相等的两项和有其共性或数列的通项与组合数相关联，则常可考虑选用倒序相加

法，发挥其共性的作用求和（这也是等差数列前 n 和公式的推导方法）. 

错位相减法：如果数列的通项是由一个等差数列的通项与一个等比数列的通项相乘构成，那么常选用错位相减法（这

也是等比数列前 n 和公式的推导方法）. 

裂项相消法：如果数列的通项可“分裂成两项差”的形式，且相邻项分裂后相关联，那么常选用裂项相消法求和.常用

裂项形式有：
 

1 1 1

n n 1 n n 1
 

 
；

 

1 1 1 1

n n k k n n k

 
  

  
；

         

1 1 1 1

1 2 2 1 1 2n n n n n n n

 
  

      

 ； 

   

1 1

1 ! ! 1 !

n

n n n
 

 
；    

2 1 2
2 1 2 1

1 1

n n n n

n n n n n

       

   
. 

通项转换法：先对通项进行变形，发现其内在特征，再运用分组求和法求和。 

34．（2023·天津和平·耀华中学校考一模）设数列 n
a 的前 n 项和为

1
( 1) 2 2

n

n
S n


   ， *

n  N . 

(1)求 n
a 的通项公式；(2)求

2

1 1

n

i

i i i

a

a a



 


 ； 

(3)若 n

n

a
b

n
 ，抽去数列 n

b 中的第 1 项，第 4 项，第 7 项，……，第3 2n  项，……余下的项顺序不变，组成一个

新数列 n
c ，若 n

c 的前 n 项和为 n
T ，求证：当 n 为奇数时，

1
1 2

3
5

n

n

T

T


  . 

【答案】(1) 2
n

n
a n  (2)

 
1

1
2

1 2
n

n





(3)证明见解析 

【分析】(1)利用已知得出    1
2 2 2 2

n

n
S n n


    ，两式相减即可得出 2

n

n
a n  ，再检验 1n  时是否成立，即可

得出答案.(2)化简
2

1

n

n n

a

a a





，然后利用裂项相消法求和即可. 

(3)根据题意判断出数列 n
c 奇数项和偶数项各自成等比数列，按照 n 为奇数，表示出

1n

n

T

T
，即可得出结论. 
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【详解】（1）由
1

( 1) 2 2
n

n
S n


   ，得 1

2a  ，    1
2 2 2 2

n

n
S n n


    ，两式相减得 2

n

n
a n  ， 

当 1n  时，代入上式，求得 1
2a  ，所以  

*
2

n

n
a n n   N . 

（2）由(1)知，  
*

2
n

n
a n n   N ，则

 

   

2

2

1 1

1

2 2 1 1
4

2 1 2 2 1 2

n

n

n n n n

n n

na

a a n n n n





 



 
   

  

， 

则
2 3 24

1 1 1 2 2 3 1

n

i n

i i i n n

a a aa

a a a a a a a a

 

  

   



 

1 2 2 3 1

1 1 1 1 1 1
4

1 2 2 2 2 2 3 2 2 1 2
n n

n n


 
       

     

 

   
1 1

1 1 1
4 2

2 1 2 1 2
n n

n n
 

 
    

  

. 

（3）由题知， 2
nn

n

a
b

n
  ，所以数列 n

c 为 2 3 5 6 8 9
2 , 2 , 2 , 2 , 2 , 2 , ， 

它的奇数项组成以 4 为首项，公比为 8 的等比数列； 

偶数项组成以 8 为首项，公比为 8 的等比数列； 

 当 n 为奇数，即  
*

2 1n k k   N 时， 

   1 3 2 1 2 4 2 2n k k
T c c c c c c

 
       

   
1

4 1 8 8 1 8 5 1 2
8

1 8 1 8 7 7

k k

k


 

    
 

， 

3

1 1

5 1 2 1 2 1 2
8 2 8

7 7 7 7

k k k

n n n
T T c

 
         ， 

 

1
1 2 8 1 2 1 2 8 4

5 8 1 2 5 5 5 8 1 2

k

n

k k

n

T

T


 

  
   

， 5 8 1 2 2 8
k

   ，
1

1 2
3

5

n

n

T

T


   . 

35．（2023·天津河西·统考一模）数列{ }
n

a 是公差为1的等差数列，其前 7 项的和为
4 9

2
，数列{ }

n
b 是等比数列，

1 3 2

1 1
,

2 8
b b b    ．(1)求数列{ }

n
a 和{ }

n
b 的通项公式；(2)令

2

1
( N )

n n

n

c b n
b


   ，求数列 

2

2n n
c c 的通项公式； 

(3)求
2

2

1 2

1

[ ( 1) ] ( )

n

k

k k k k

k

a a c c




    ． 

【答案】(1)  
*2 1

N
2

n

n
a n


  ，  

*1
N

2

n

n
b n

 
  
 

(2)
2 1

2
2

n

n n
c c


  (3)

2
(3 n 1) 4 1 6

9

n 
 

 

【分析】（1）应用等差数列前 n 项和公式、等比数列通项公式求基本量，进而写出通项公式； 

（2）由（1）得
2 1

2
2

n

n n
c   ，即可得 

2

2n n
c c 的通项公式； 

（3）由
2

2 1

1 2

1 1

[ ( 1) ] ( ) 4

n n

k k

k k k k

k k

a a c c k




 

       ，利用错位相减法及等比数列前 n 项和公式求
1

1

4

n

k

k

k




 ，即可得结果. 

【详解】（1）由数列 n
a 是公差 d 为 1 的等差数列，其前 7 项的和为

4 9

2
， 

所以 1

1 4 9
7 7 6

2 2
a d    ，解得 1

1

2
a  ，所以  

*1 2 1
( 1) N

2 2
n

n
a n n


     ； 

由数列 n
b 是等比数列， 1

1

2
b  ， 3 2

1

8
b b   ，得 2

4 4 1q q   ，解得
1

2
q  ， 
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所以  
*1

N
2

n

n
b n

 
  
 

． 

（2）因为
1

2

n

n
b

 
  
 

，所以
2

2

1 1
2

2

n

n n n

n

c b
b

    ，所以
2

2 2 4 1

2 2

1 1
2 2 2

2 2

n n n

n n n n
c c

   
        

   

． 

（3）因为    
2 1 2 2 2 1

2 2 1 2 1 2 ( 2 1 ) 2 1 2 2 2 ( 2 )
( 1) ( 1) 4

k k k

k k k k k k k k
a a c c a a c c k

 

   
             
    ， 

所以
2

2 1

1 2

1 1

[ ( 1) ] ( ) 4

n n

k k

k k k k

k k

a a c c k




 

       ，设
1

1

4

n

k

n

k

T k




  ，则
2 3 1

1 4 2 4 4
n

n
T n


       ①， 

所以
3 4 2

4 1 4 2 4 4
n

n
T n


       ②，①－②，得：

 
 

2
2

2 3 1 2 2
4 1 4 (1 3 ) 4 1 6

3 4 4 4 4 4
1 4 3

n
n

n n n

n

n
T n n



  
  

          


， 

所以
2

(3 1) 4 1 6

9

n

n

n
T


 

 ，即
22

2

1 2

1

(3 1) 4 1 6
[ ( 1) ] ( )

9

nn

k

k k k k

k

n
a a c c







 
     ． 

36．（2023·天津·校联考一模）已知椭圆
2 2

2 2
: 1( 0 )

x y
C a b

a b
    ，若椭圆的短轴长为 2 3 且经过点

3
1,

2

 
 

 
，过点

 3 , 0T 的直线交椭圆于 P，Q 两点. 

(1)求椭圆方程；(2)求 O P Q△ 面积的最大值，并求此时直线 P Q 的方程； 

(3)若直线 P Q 与 x 轴不垂直，在 x 轴上是否存在点  , 0S s 使得 P S T Q S T   恒成立？若存在，求出 s 的值；若不存

在，说明理由.【答案】(1)
2 2

1
4 3

x y
   

(2) O P Q△ 面积的最大值为 3 ，此时直线 P Q 的方程为 3 2 3 0x y   或 3 2 3 0x y   ； 

(3)存在，
4 3

3
s  ，理由见解析 

【分析】（1）由短轴长求出 3b  ，将
3

1,
2

 
 

 
代入椭圆方程求出 2

4a  ，得到答案； 

（2）直线 P Q 的斜率为 0 时，此时 , ,O P Q 三点共线，舍去，当直线 P Q 的斜率不为 0 时，设出直线 P Q 的方程为

3x ty  ，联立椭圆方程，得到两根之和，两根之积，表达出 O P Q△ 的面积为
 

2

2

1
6

9
3 1 6

3 1
t

t
  



，利用基本

不等式求出最值，并得到此时直线 P Q 的方程； 

（3）由角相等得到 0
P S Q S

k k  ，转化为    1 2 1 2
2 3 0ty y s y y    ，在第二问的基础上，代入化简得到答案. 

【详解】（1）由题意得 2 2 3b  ，解得 3b  ，将
3

1,
2

 
 

 
代入椭圆方程，得到

2 2

1 9
1

4a b
  ，故 2

4a  ， 

故椭圆方程为
2 2

1
4 3

x y
  ； 

（2）当直线 P Q 的斜率为 0 时，此时 , ,O P Q 三点共线，不合要求，舍去； 

当直线 P Q 的斜率不为 0 时，设直线 P Q 的方程为 3x ty  ， 
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与椭圆方程
2 2

1
4 3

x y
  联立，得  

2 2
3 4 6 3 3 0t y ty    ， 

设    1 1 2 2
, , ,P x y Q x y ，则

1 2 1 22 2

6 3 3
,

3 4 3 4

t
y y y y

t t
    

 
， 

则  

2

2

1 2 1 2 1 2 2 2

1 1 3 6 3 1 2
3 4

2 2 2 3 4 3 4
O P Q

t
S O P y y y y y y

t t

 
           

   

 

       

2 2 2

2 2 22
2 2 22

3 1 0 8 1 2 3 1 3 1
6 6

2 3 43 4 3 1 6 3 1 93 1 3

t t t

tt t tt

 
   

       
 

   
2

2

2
2

1 1
6 6 3

9 9
3 1 6 2 3 1 6

3 1 3 1

t t
t t

  

     
 

， 

当且仅当
2

2

9
3 1

3 1
t

t
 


，即

6

3
t   时，等号成立， 

故 O P Q△ 面积的最大值为 3 ，此时直线 P Q 的方程为 3 2 3 0x y   或 3 2 3 0x y   ； 

（3）在 x 轴上存在点 0
4 3

3
,S

 

  
 

使得 P S T Q S T   恒成立，理由如下：因为 P S T Q S T   ，所以 0
P S Q S

k k  ，

即
1 2

1 2

0
y y

x s x s
 

 
，整理得    2 1 1 2

0x s y x s y    ，即      2 1 1 2 1 2
3 3 0ty y ty y s y y      ， 

所以    1 2 1 2
2 3 0ty y s y y    ，则  2 2

3 6 3
2 3 0

3 4 3 4

t
t s

t t

  
            

，解得
4 3

3
s  ， 

故在 x 轴上存在点 0
4 3

3
,S

 

  
 

，使得 P S T Q S T   恒成立. 

【点睛】处理定点问题的思路： 

（1）确定题目中的核心变量（此处设为 k ）， 

（2）利用条件找到 k 与过定点的曲线  , 0F x y  的联系，得到有关 k 与 ,x y 的等式， 

（3）所谓定点，是指存在一个特殊的点  0 0
,x y ，使得无论 k 的值如何变化，等式恒成立，此时要将关于 k 与 ,x y 的

等式进行变形，直至找到  0 0
,x y ， 

①若等式的形式为整式，则考虑将含 k 的式子归为一组，变形为“  k  ”的形式，让括号中式子等于 0，求出定点； 

②若等式的形式是分式，一方面可考虑让分子等于 0，一方面考虑分子和分母为倍数关系，可消去 k 变为常数. 

37．（2023·天津河北·统考一模）设等比数列 n
a 的前 n 项和为 n

S ， n


 N ，若 1
2a   ，且 2n

S
 、 n

S 、 1n
S

 成等差数

列. 

(1)求数列 n
a 的通项公式；(2)设

1

2
n

n
b

 

 
 

， n


 N ，其中  x 表示不超过 x 的最大整数，求数列 n n
a b 的前1 0 项

的和；(3)设   2
2 1

n n
c n a  ， n


 N ，求数列 n

c 的前 n 项和 n
T . 
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【答案】(1)  2
n

n
a   (2) 3 1 8 6 (3)

 
1

6 5 4 2 0

9

n

n

n
T


  

  

【分析】（1）由 2n
S

 、 n
S 、 1n

S
 成等差数列可求出数列 n

a 的公比，结合 1
a 的值可求得等比数列 n

a 的通项公式； 

（2）求出 2 1k
b k


 ， 2 k

b k ，其中 k


 N ，即可求得数列 n n
a b 的前1 0 项的和； 

（3）求得  2 1 4
n

n
c n   ，利用错位相减法可求得 n

T . 

【详解】（1）解：因为 2n
S

 、 n
S 、 1n

S
 成等差数列，则 1 2

2
n n n

S S S
 
  ， 

即    2 1
0

n n n n
S S S S

 
    ，即 2 1 1

0
n n n

a a a
  

   ，即 2 1
2

n n
a a

 
  ，设等比数列 n

a 的公比为 q ，则
2

1

2
n

n

a
q

a





   ， 

又因为 1
2a   ，则  

1

1
2

nn

n
a a q


   . 

（2）解：依题意，对任意的 k


 N ， 2 1

2 1 1

2
k

k
b k



  
 
 
 

， 2

2 1 1

2 2
k

k
b k k

   
   
   
   

， 

设数列 n n
a b 的前1 0 项的和为A ， 

则    1 1 3 3 9 9 2 2 4 4 1 0 1 0
A a b a b a b a b a b a b           1 3 9 2 4 1 0

2 5 2 5a a a a a a         

   1 3 9 1 3 9
2 5 2 2 5a a a a a a         

 
3 9

1 3 9
2 5 1 2 2 2 5 2 2 1 6 9 6 5 1 2 2 5 6 0 3 1 8 6a a a                  . 

（3）解：由（1）可得    2
2 1 2 1 4

n

n n
c n a n     ，所以，  

2 3
1 4 3 4 5 4 2 1 4

n

n
T n          ， 

   
2 3 1

4 1 4 3 4 2 3 4 2 1 4
n n

n
T n n


          L ，上述两个等式作差可得

   
2 3 1

3 4 2 4 4 4 2 1 4
n n

n
T n


         L  

 
 

2 1

1 1
2 4 1 4 2 0 5

4 2 1 4 2 4
1 4 3 3

n

n n
n n



 
   

          
  

，化简得
 

1
6 5 4 2 0

9

n

n

n
T


  

 . 

38．（2023·天津·校联考一模）已知数列 n
a 满足 1

2
n n

a a


  ，其前 8 项的和为 64；数列 n
b 是公比大于 0 的等比数

列， 1
3b  ， 3 2

1 8b b  ．(1)求数列 n
a 和 n

b 的通项公式；(2)记
2

1

1
n

n

n n n

a
c

a a b






 ， *

n  N ，求数列 n
c 的前 n 项和 n

T ； 

(3)记

 
1

2

2

2

1 , 2 1, N

1

, 2 , N

n

n

n
n

n

a n k k

a
d

n k k
b








    



 
 

 




，求
2

2

1

n

n k

k

S d



  ． 

【答案】(1) 2 1
n

a n  ， 3
n

n
b  (2)

 

1 1

2 2 2 1 3
n

n


 
 



试卷第 34 页，共 55 页 

(3)

1

2

1

3 2 3
1 2 1, 2 1, N

2 3

3 2 3
1 2 , 2 , N

2 3

n

n

n

n
n n k k

S
n

n n k k









  
      

  
 

 
      

 

 

【分析】（1）根据条件得到等差数列的公差，利用前 n 项和公式，求出首项，得到通项公式，设出公比，得到方程，

求出公比，写成通项公式； 

（2）写出 n
c 的通项公式，利用裂项相消法求和； 

（3）方法一：变形得到    2 2 4 6 2 1 3 5 2 1n n n
S d d d d d d d d


                ，其中 2 4 6 2 n

d d d d       利用错位相

减法求和， 1 3 5 2 1n
d d d d


       分 n 为偶数和 n 为奇数两种情况求解，最终求出 2 n

S ； 

方法二：变形后， 2 4 6 2 n
d d d d       利用裂项相消法求和， 1 3 5 2 1n

d d d d


       分 n 为偶数和 n 为奇数两种情况

求解，最终求出 2 n
S . 

【详解】（1）∵ 1
2

n n
a a


  ，∴数列 n

a 是公差为 2d  等差数列，且 8
6 4S  ， 

∴
1

8 7
8 2 6 4

2
a


   ，解得 1

1a  ，∴  1 2 1 2 1
n

a n n     ； 

设等比数列 n
b 的公比为 q （ 0q  ），∵ 1

3b  ， 3 2
1 8b b  ， 2

3 3 1 8q q   ，即 2
6 0q q   ， 

解得 2q   （舍去）或 3q  ，∴ 1
3 3 3

n n

n
b


    

（2）由（1）得
 

   

2

1

2 2 21

2 1 2 1 3

n

n n

n n n

na
c

a a b n n





 
 

  
 

       
1

2 2 1 1 1

2 1 2 1 3 2 2 1 3 2 1 3
n n n

n

n n n n


 
  

     

  

   
0 1 1 2 2 3

1 1 1 1 1 1 1 1 1

2 1 3 3 3 3 3 5 3 5 3 7 3 2 1 3 2 1 3
n n

n n

  
     
                  

                 
 

0

1 1 1

2 1 3 2 1 3
n

n

 
 

    

  

 

1 1

2 2 2 1 3
n

n


 
 ， 

（3）方法一： 

∵

 
1

2

2

2

1 , 2 1, N

1

, 2 , N

n

n

n
n

n

a n k k

a
d

n k k
b








    



 
 

 




，    2 2 4 6 2 1 3 5 2 1n n n
S d d d d d d d d


                  

 
31 2

1 3 5 2 1

1 2 3

1 11 1
1

n
n

n

n

a aa a
a a a a

b b b b


   
                      

 
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   
1 2 3

2 4 6 2
1 5 9 1 3 1 4 3

3 3 3 3

n

n

n
n

 
                    

   
 

 

n n
P Q   

1 2 3

2 4 6 2

3 3 3 3
n n

n
P         ① 

2 3 4 1

1 2 4 6 2 2 2

3 3 3 3 3 3
n n n

n n
P




          ② 

两式相减得， 

1 2 3 4 1 1 1 1

2 1
1

2 2 2 2 2 2 2 2 1 2 2 33 3
1 1

13 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3
1

3

n

n n n n n n n

n n n n
P

   

 
 

 
                



， 

1

3 2 3 3 2 3
1

2 3 2 2 3
n n n

n n
P



  
     

 
， 

当 n 为偶数时，   2 1
1 5 9 1 3 1

n

n n
Q a


           
 

 

       1 5 9 1 3 4 7 4 3 4 4 4 4 2
2

n
n n n                         

  ， 

当 n 为奇数时，    
1

4 4 4 4 3 4 4 3 2 1
2

n

n
Q n n n


                 

2 1, 2 1, N

2 , 2 , N
n

n n k k
Q

n n k k





     
  

 

， 

1

2

1

3 2 3
1 2 1, 2 1, N

2 3

3 2 3
1 2 , 2 , N

2 3

n

n n n

n

n
n n k k

S P Q
n

n n k k









  
      

  
    

 
      

. 

方法二：

 
 

2

2

1
2 1

2

1

1
, , 2

1 , 2 1

1 ,

n

k

n k
n

k

n
k

n

a

a
n n k

b bd

a n k

a n






 


 
  

 
   


 



为 偶 数

为 奇 数

 

       

1

1 2 1 2 32
, 2, 2

2 3 33

1 4 3 , 2 1 1 4 3 , 2 1

k kk

k k

k kk
n kn k

k n k k n k



   
   

   

           

 

 2 4 6 2 0 1 1 2 1

1 3 5 5 7 2 1 2 3 3 2 3

2 3 3 3 3 3 3 2 2 3
n n n n n

n n n
P d d d d



         
                          

      

当 n 为偶数时，

  2 1
1 5 9 1 3 1

n

n n
Q a


           
 

 

       1 5 9 1 3 4 7 4 3 4 4 4 4 2
2

n
n n n                         

  ， 

当 n 为奇数时，    
1

4 4 4 4 3 4 4 3 2 1
2

n

n
Q n n n


                 
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2 1, 2 1, N

2 , 2 , N
n

n n k k
Q

n n k k





     
  

 

， 

1

2

1

3 2 3
1 2 1, 2 1, N

2 3

3 2 3
1 2 , 2 , N

2 3

n

n n n

n

n
n n k k

S P Q
n

n n k k









  
      

  
    

 
      

. 

【点睛】方法点睛：常见的裂项相消法求和类型： 

分式型：
 

1 1 1 1

n n k k n n k

 
  

  
，

   

1 1 1 1

2 1 2 1 2 2 1 2 1n n n n

 
  

    
，

         

1 1 1 1

1 2 2 1 1 2n n n n n n n

 
  

      

等； 

指数型：
   

11

2 1 1

2 1 2 12 1 2 1

n

n nn n 
 

  
，

   
1

2 1 1

1 2 2 1 2
n n n

n

n n n n



 

    
等， 

根式型：  
1 1

n k n
kn n k

  

 
等， 

对数型：
1

1
lo g lo g lo g

n

m m n m n

n

a
a a

a




  ， 0m  且 1m  ； 

39．（2023·天津南开·统考一模）已知等差数列 n
a 的首项为 1，前 n 项和为 n

S ，单调递增的等比数列 n
b 的首项为

2，且满足 2 2 3 3
7 , 1 4b S b S    .(1)求 n

a 和 n
b 的通项公式；(2)证明：    

*

1
3 1 N

n n n n n
S a S a S n


    ； 

(3)记 n
b 的前 n 项和为 n

T ，证明：
1

1
( 1)( 2 )

3

n

i i

i i

T S
n n n

b

   . 

【分析】（1）根据条件，列出关于 ,q d 的方程组，即可求解； 

（2）根据数列的前 n 项和 n
S 与 n

a 的关系，集合等差数列的通项公式，即可证明； 

   
1

1 2 .
3

n n n    

（3）首先化简并放缩不等式，  1
i i

i

T S
i i

b
         

1
1 2 1 1

3
i i i i i i      
  ，再利用裂项相消求和，即可证明. 

【详解】（1）由题意，设等差数列 n
a 的公差为d ，等比数列 n

b 的公比为  1q q  ， 

因为 2 2 3 3
7 , 1 4b S b S    ，所以 2

2 2 7 ,

2 3 3 1 4 ,

q d

q d

  


  

即 2

2 5 ,

2 3 1 1 .

q d

q d

 


 

 

解得
1,

3

q

d






（舍去），或
2 ,

1,

q

d






所以 , 2
n n

n
a bn  . 

（2）由（1）知
 1

2
n

n n
S


 ，所以      1 1

1 1
n n n n n n n n n

a S a S a S a a S
 
       1

1 3 .
n n n n n

S a a S n n S


       

（3）由（1）知
 

1
2 1 2

2 1
1 2

n

n

n
T


 

  


. 
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所以
 

 
   

 

1
1

1

1
2 1 2 1 1

2
1

2 2

i
i

i i

i i

i

i i

i iT S
i i

b







    

   
 

       
1

1 2 1 1
3

i i i i i i      
   

所以                
1

1 1
1 1 1 1 2 1 1 1 1 1 2 2 1 2 2 2 1 2 2 1

3 3

n

i i

i i

T S

b

                    
     

               
1 1

1 1 2 1 1 1 2 1 1
3 3

n n n n n n n n n n n               
       

1
1 2

3
n n n   . 

即
1

1
( 1)( 2 )

3

n

i i

i i

T S
n n n

b

    

40．（2023·天津·大港一中校联考一模）已知正项数列 n
a 的前 n 项和为 n

S ，且  
2 *

2 4 1
n n n

a a S n N    . 

（1）求数列 n
a 的通项公式； 

（2）若
2 1 2 1

1
n

n

n n

a
b

S S
 





，数列 n

b 的前 n 项和为 n
T ，求 n

T 的取值范围； 

（3）若
 

2

1
1 ,

2

2 ,

n

n
n

a n

c

n





 





为 奇 数

为 偶 数

 
*

n N ，从数列 n
c 中抽出部分项（奇数项与偶数项均不少于两项），将抽出的项

按照某一顺序排列后构成等差数列.当等差数列的项数最大时，求所有满足条件的等差数列. 

【答案】（1） 2 1
n

a n  （2） n
T

2

1 1
1

4 ( 2 1)n

 
  

 

；
2 1

,
9 4

 


 
（3）1， 2 ， 3 ， 4 ， 5 和5 ， 4 ，3 ， 2 ，1 . 

【分析】（1）利用
1

1

, 1

, 2
n

n n

S n
a

S S n



 

 

，求得数列 n
a 的通项公式. 

（2）由（1）求得 n
S 的表达式，然后利用裂项求和法求得 n

b 的前 n 项和 n
T .利用差比较法证得数列 n

T 递增，进而

求得 n
T 的取值范围. 

（3）先判断出数列 n
c 的奇数项均为奇数，偶数项均为偶数.然后假设抽出的数列中有三个偶数，推出矛盾，由此

证得偶数只有两项.进而证得奇数最多有 3 项.由此求得所有满足条件的等差数列. 

【详解】（1）当 1n  时，由
2

2 4 1
n n n

a a S   ，得
2

1 1 1
2 4 1a a a   ，得 1

1a  ， 

由
2

2 4 1
n n n

a a S   ，得
2

1 1 1
2 4 1

n n n
a a S

  
   ，两式相减，得 

2 2

1 1 1
2 2 4

n n n n n
a a a a a

  
    ，即  

2 2

1 1
2 0

n n n n
a a a a

 
    ，即    1 1

2 0
n n n n

a a a a
 
     

因为数列 n
a 各项均为正数，所以 1

0
n n

a a

  ，所以 1

2
n n

a a


   

所以数列 n
a 是以1为首项， 2 为公差的等差数列. 

因此， 1 2 ( 1) 2 1
n

a n n     ，即数列 n
a 的通项公式为 2 1

n
a n  . 
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（2）由（1）知 2 1
n

a n  ，所以
2(1 2 1)

2
n

n n
S n

 
   

所以 2 2

2 1 2 1

1 2

( 2 1) ( 2 1)

n

n

n n

a n
b

S S n n
 


 

  
2 2

1 1 1

4 ( 2 1) ( 2 1)n n

  
   

  

 

所以
2 2 2 2 2 2

2 4 6

1 3 3 5 5 7
n

T   
  

2 2

2

( 2 1) ( 2 1)

n

n n
 

 
 

2 2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 1 1 1
1

4 3 3 5 5 7 ( 2 1) ( 2 1)n n

       
                

         

 

2

1 1
1

4 ( 2 1)n

 
  

 

 

令 2

1
( ) 1

( 2 1)
f n

n
 


，则 ( 1) ( )f n f n  

2 2 2 2

1 1 8 ( 1)
0

( 2 1) ( 2 3 ) ( 2 3 ) ( 2 1)

n

n n n n


  

   
 

所以  f n 是单调递增数列，数列 n
T 递增， 

所以 1

2

9
n

T T  ，又
1

4
n

T  ，所以 n
T 的取值范围为

2 1
,

9 4

 


 
. 

（3）
2

, 2 1

2 , 2

n
n

n n k

c

n k

 


 

 

 

设奇数项取了 s 项，偶数项取了 k 项，其中 s ， *
k  N ， 2s  ， 2k  . 

因为数列 n
c 的奇数项均为奇数，偶数项均为偶数，因此，若抽出的项按照某种顺序构成等差数列，则该数列中相

邻的项必定一个是奇数，一个是偶数. 

假设抽出的数列中有三个偶数，则每两个相邻偶数的等差中项为奇数. 

设抽出的三个偶数从小到大依次为 2
i ， 2

j ，  2 1
p

i j p   ， 

则 1 12 2
2 2

2

i j

i j 
  为奇数，而 1i  ， 2j  ，则 1

2
j  为偶数， 1

2
i  为奇数，所以 1i  . 

又 1 12 2
2 2

2

j p

j p 
  为奇数，而 2j  ， 3p  ，则 1

2
j  与 1

2
p  均为偶数，矛盾． 

又因为 2k  ，所以 2k  ，即偶数只有两项， 

则奇数最多有 3 项，即 s k 的最大值为 5 . 

设此等差数列为 1
d ， 2

d ，
3
d ， 4

d ， 5
d ，则 1

d ，
3
d ， 5

d 为奇数， 2
d ， 4

d 为偶数，且 2
2d  . 

由 1 3 2
2 4d d d   ，得 1

1d  ， 3
3d  ，此数列为1， 2 ， 3 ， 4 ，5 . 

同理，若从大到小排列，此数列为 5 ， 4 ， 3 ， 2 ，1 . 

综上，当等差数列的项数最大时，满足条件的数列为1， 2 ， 3 ， 4 ， 5 和5 ， 4 ， 3 ， 2 ，1 . 

【点睛】本小题主要考查已知 n
S 求 n

a ，考查裂项求和法，考查数列单调性，考查化归与转化的数学思想方法，综合

性较强，属于难题. 
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41．（2023·天津红桥·统考一模）已知数列 n
a 是公差为 2 的等差数列，其前 8 项的和为 64.数列 n

b 是公比大于 0

的等比数列， 1
3b  ， 3 2

1 8b b  . 

(1)求数列 n
a 和 n

b 的通项公式； 

(2)记
2 *

( 1) , N
n

n n
c a n   ，求数列 n

c 的前 2 n 项和 2 n
S ； 

(3)记
*2

1

1
, N

n

n

n n n

a
d n

a a b






  ，求数列 n

d 的前 n 项和 n
T . 

【答案】(1) 2 1
n

a n  ， 3
n

n
b  (2)

2

2
8

n
S n (3)

1 1

2 2 ( 2 1) 3
n n

T
n

 
 

 

【分析】（1）设等差数列的首项为 1
a ，利用等差数列的前 n 项和公式求出 1

a ，进而求出等差数列的通项公式；设等

比数列的公比为 q ，利用通项公式和已知条件求出 q ，进而求出等比数列的通项公式； 

（2）先求出 2 1 2
1 6 8

n n
c c n


   ，再利用分组求和法和等差数列的求和公式进行求解； 

（3）先得到 1

1 1 1
[ ]

2 ( 2 1) 3 ( 2 1) 3
n n n

d
n n


 

   
，再利用裂项抵消法进行求和. 

【详解】（1）因为 n
a 是公差为 2 的等差数列，且 8

6 4S  ，所以 1

8 7
8 2 6 4

2
a


   ，解得 1

= 1a ， 

所以 1 2 ( 1) 2 1
n

a n n     ；设等比数列 n
b 的公比为 q （ 0q  ），因为 1

3b  ， 3 2
1 8b b  ， 

所以 2
3 3 1 8q q  ，即 2

6 0q q   ，解得 2q   （舍去）或 3q  ，所以
1

3 3 3
n n

n
b


   . 

（2）由（1）得
2 2

( 1) ( 1) ( 2 1)
n n

n n
c a n      ， 

则
2 1 2 2 2

2 1 2
( 1) [ 2 ( 2 1) 1] ( 1) ( 4 1)

n n

n n
c c n n




         

2 2 2 2
( 1) (4 3) ( 1) (4 1)

n n
n n          

2 2
(4 1) (4 3) 16 8n n n      ， 

则 2 1 2 3 4 2 1 2
( ) ( ) ( )

n n n
S c c c c c c


          8[1 3 5 ( 2 1)]n        

2[1 ( 2 1)]
8 8

2

n n
n

 
    

（3）由（1）得
2

1

1 2 ( 2 ) 2

( 2 1)( 2 1) 3

n

n n

n n n

a n
d

a a b n n





  
 

  
 

       
1

2 2 1 1 1

2 1 2 1 3 2 2 1 3 2 1 3
n n n

n

n n n n


 
   

        

， 

则 1 2 3n n
d d d dT         

0 1 1 2 2 3 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1
[( ) ( ) ( ) ( ) ]

2 1 3 3 3 3 3 5 3 5 3 7 3 ( 2 1) 3 ( 2 1) 3
n n

n n


           
         

0

1 1 1
( )

2 1 3 ( 2 1) 3
n

n
 

  
 

1 1

2 2 ( 2 1) 3
n

n
 

 
， 

42．（2023·天津河东·一模）设 n
a 是等差数列， n

b 是各项均为正数的等比数列， 1 1 3 2 4 3
1b a a b a b       ． 

(1)求数列 n
a 与 n

b 的通项公式； 
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(2) n
a 的前 n 项和为 n

S ，求证：
1

2

n
S

n

n
b


 ；(3)求 1

1

n

i n i

i

a b
 



 ． 

【答案】(1) 2 3
n

a n  ，
1

2
n

n
b


 (2)证明见解析(3) 2 2 1

n
n   

【详解】（1）设 1
( 1)

n
a a n d   ，

1

1

n

n
b b q


 ， 0q  ， *

n  N 由已知 1
1a   ， 1

1b  ， 

2

2 2

3 2

d q

d q

 


 

，解为 2q d  ， 2 3
n

a n  ，
1

2
n

n
b


 . 

（2）由已知 1
( 2 )

2

n

n

a a
S n n n


   左式 2

2 2

n
S

n n 


，右式
1 1 2

1
2 2

n n

n
b

  


  ，∴

1
2

n
S

n

n
b


 . 

（3）由已知 1 1 2 1 3 2 1

1

n

n i n i n n n n

i

T a b a b a b a b a b
   



         ， 

1 2 1 0
( 1) 2 1 2 ( 2 5 ) 2 ( 2 3) 2

n n

n
T n n

 
               ① 

1 2 1
2 ( 1) 2 1 2 ( 2 5 ) 2 ( 2 3) 2

n n

n
T n n


               ② 

② ① 为
1 2 0

( 1) 2 2 2 2 ( 2 3) 2
n n n

n
T n


             ， 

2

02 1
4 ( 2 3) 2 2 2 1

2 1

n

n

n
T n n




       


. 

43．（2023·天津·统考一模）在公差不为零的等差数列 n
a 和等比数列 n

b 中， n
S 为 n

a 的前 n 项和.已知

2 1 9 4
3,a b S b   ，且 2

a 是 1
a 与 5

a 的等比中项.(1)求 n
a 和 n

b 的通项公式； 

(2)记数列 n n
a b 的前 n 项和为 n

T ，求 n
T ；(3)求

1

1 1

4
( 1)

n

k

k k k

k

a a



 




 . 

【答案】(1) 2 1
n

a n  ， 3
n

n
b  (2)

1
3 ( 1) 3

n

n
T n


    (3)

1

1 1

2
,

4 2 1
( 1)

2 2
, .

2 1

n

k

k k k

n
n

k n

na a
n

n



 



 
  




 



为 偶 数 ，

为 奇 数

 

【分析】（1）设{ }
n

a 的公差为d ，{ }
n

b 的公比为 q ，由题意可得 9 ( 3 ) ( 3 3 )d d   ，求得 2d  ， 1
1a  ，即可求得{ }

n
a

的通项公式，接着可得
3

4 9
3 8 1b S q    ，算出 3q  即可； 

（2）利用错位相减法求解即可； 

（3）化简
1 1

1

4 1 1
( 1) ( 1) ( )

2 1 2 1

k k

k k

k

a a k k

 



   
 

，然后分 n 为偶数和 n 为奇数进行求和即可 

【详解】（1）设{ }
n

a 的公差为d ，{ }
n

b 的公比为 q ，由题意 

2

2 1 5
a a a ，即 9 ( 3 ) ( 3 3 )d d   ，∵ 0d  ，解得 2d  ，∴ 1

1a  ，∴  1 2 1 2 1
n

a n n     . 

∵
9

9 8
9 2 8 1

2
S


    ，∴ 3

4
3 8 1b q   ，∴ 3q  ∴ 3

n

n
b  . 

（2） ( 2 1) 3
n

n n
a b n     

∴ 2 3 1
1 3 3 3 5 3 ( 2 3) 3 ( 2 1) 3

n n

n
T n n


             ① 
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∴ 2 3 4 1
3 1 3 3 3 5 3 ( 2 3) 3 ( 2 1) 3

n n

n
T n n


             ② 

① ②得 

2 3 4 1
2 1 3 2 3 2 3 2 3 2 3 ( 2 1) 3

n n

n
T n


                

2 1

13 (1 3 )
3 2 ( 2 1) 3

1 3

n

n
n




     



1
6 (2 2 ) 3

n
n


      

∴ 1
3 ( 1) 3

n

n
T n


    . 

（3）
1 1 1

1

4 4 1 1
( 1) ( 1) ( 1) ( )

( 2 1)( 2 1) 2 1 2 1

k k k

k k

k k

a a k k k k

  



     
   

 

当 n 为偶数时， 

1

1 1

4 1 1 1 1 1 1 1
( 1) (1 ) ( ) ( ) ( )

3 3 5 2 3 2 1 2 1 2 1

n

k

k k k

k

a a n n n n



 

         
    


1 2

1
2 1 2 1

n

n n
  

 
 

当 n 为奇数时， 

1

1 1

4 1 1 1 1 1 1 1
( 1) (1 ) ( ) ( ) ( )

3 3 5 2 3 2 1 2 1 2 1

n

k

k k k

k

a a n n n n



 

         
    


1 2 2

1
2 1 2 1

n

n n


  

 
 

∴
1

1 1

2
,

4 2 1
( 1)

2 2
, .

2 1

n

k

k k k

n
n

k n

na a
n

n



 



 
  




 



为 偶 数 ，

为 奇 数

 

44．（2023·天津和平·统考一模）已知数列 n
a 为首项 1

1a  的等比数列，且 1 2
, 3 , 9

n n n
a a a

  成等差数列；数列 n
b 为

首项 1
1b  的单调递增的等差数列，数列 n

b 的前 n 项和为 n
S ，且 1 2 4

, , 3S S S  成等比数列. 

(1)求数列   ,
n n

a b 的通项公式；(2)求
 

 
*

1 1

( 1) 2 3
, N

in

i

i i i

b
n

b b 

 
 ； 

(3)数列 n
c 满足

3

n

n

n a
c  ，记 n

G 和 n
T 分别为 n

a 和 n
c 的前 n 项和，证明：

2

n

n

G
T  . 

【答案】(1)

1

1

3

n

n
a



 
  
 

； 3 2
n

b n  ；(2)  1
1

1
1

3

n

n 
 ；(3)证明见解析. 

【详解】（1）设等比数列 n
a 的公比为 ,q 数列 n

b 的公差为  0 ,d d   

由题知： 1 2
6 9

n n n
a a a

 
  ，所以 2

6 1 9q q  ，即 2
9 6 1 0q q   ，解得

1

3
q  ， 

所以
1

1

1

1

3

n

n

n
a a q



  
   

 
，又  

2

2 1 4
3S S S   ，即    

2

2 1 7 6d d    ，解得 1d   （舍）或 3d  ， 

所以  1 3 1 3 2
n

b n n     ； 

（2）由 3 2
n

b n  ，可得
   

   1

6 1

3 2 3 1 3 2 3

( 1) 2 3 ( 1) 1 1
( 1

1
)

n n

n n

n n

n

n nb n n

b

b


  
 



  

  

  



 ， 

所以
 

 
1 1

1
4 4 7 7 1 0 3 2 3 1

( 1) 2 3 1 1 1 1 1 1 1
1

in

i

i i

n

i
b b n n

b

 

       
          

   

 
  

   

  



  
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   
1 1

1 1 1
3 1 3

1
1

n n

n n
    

 
  ； 

（3）因为
1

1
 

3

n

n
a



 
  
 

，所以
3 3

n

n n

n a n
c   ，

1
1 1

3 13
1

1 2 3
1

3

n

n n
G

 
  

  
   

 


， 

2 3 1

1 2 3 1

3 3 3 3 3
n n n

n n
T




      ，则

2 3 4 1

1 1 2 3 1

3 3 3 3 3 3
n n n

n n
T




      ， 

所以
2 3 1

2 1 1 1 1

3 3 3 3 3 3
n n n

n
T


    

1

1 1

1 1

1 3 13 3

1 3 2 2 3
1

3

n

n n

n
n



 


 

     
 



， 

∴
1

3 9 3 1 3 3 1

4 4 2 3 4 4 2 3
n n n

n n
T



   
         

   
，所以

3 3 1 3 1
1 0

4 4 2 3 4 3 22 3

n

n n n n

G n n
T

   
           

   

 ， 

所以
2

n

n

G
T  . 

45．（2023·天津河西·统考一模）已知函数 ( ) 2 ln ,f x a x x a  
21 1

( ) ( ) .
2 2

g x a x    

(1)当 1a  时，①求曲线 ( )y f x 的单调区间和极值；②求曲线 ( )y f x 在点 ( e , ( e ) )f 处的切线方程； 

(2)若函数 ( ) ( ) ( )h x f x g x  有两个不同的零点，求实数 a 的取值范围． 

【答案】(1)①函数  f x 的单调递增区间为  0 , 2 ，单调递增区间为  2 ,   ；  f x 的极大值为 2 ln 2 1 ，无极小值； 

②
2

1 1
e

y x
 

   
 

(2)
1 1 1

0 , ,
4 4 2

a
   

    
   

 

【分析】（1）①求函数 ( )y f x 的定义域和导函数，解方程   0f x  ，分区间研究导数的正负，由此确定函数的单

调性和极值； 

②利用导数的几何意义，求切线的斜率，结合点斜式即可求切线方程； 

（2）首先求函数 ( )h x 的导函数可得
[ (1 2 ) 2 ]( 1)

( )
x

a x a x
h x

  
  ，讨论

1

2
a  ，和

1

2
a  两种情况研究函数的单调性

结合零点存在性定理确定函数的零点个数由此确定 a 的取值范围. 

【详解】（1）①当 1a  时，   2 ln 1f x x x   ， 

函数   2 ln 1f x x x   的定义域为  0 ,  ，
2

( ) 1f x
x

   ，令   0f x  得 2x  ． 

当 0 2x  时， ( ) 0f x¢ > ，函数  f x 在  0 , 2 上单调递增，当 2x  时，   0f x  ，函数  f x 在  2 ,   上单调递减， 

所以，函数  f x 的单调递增区间为  0 , 2 ，单调递减区间为  2 ,   ； 

函数  f x 在 2x  时取极大值，极大值为  2 2 ln 2 1f   ，无极小值． 

②由（i）可知当 ( e ) 2 ln e e 1 3 ef      ，
2

(e ) 1
e

f    ．则所求切线方程为
2

(3 e ) 1 ( e )
e

y x
 

     
 

， 

即
2

1 1
e

y x
 

   
 

． 
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（2）由已知可得，方程
21 1

2 ln 0
2 2

a x a x x a
 

      
 

在  0 ,  内有两个不等实根， 

设
21 1

( ) 2 ln
2 2

h x a x a x x a
 

      
 

，则函数  h x 定义域为  0 ,  且  1 0h  ， 

 (1 2 ) 2 ( 1)2
( ) ( 2 1) 1

a x a xa
h x a x

x x

  
      ．当1 2 0a  ，即

1

2
a  时， 

若 0 1x  ，则   0h x  ，  h x 单调递增；若 1x  ，则   0h x  ，  h x 单调递减， 

所以    1 0h x h  ，则所求方程只有一个解 1x  ，不符合题意，舍去． 

当1 2 0a  ，即
1

2
a  时．

(1 2 ) 2
( ) ( 1)

1 2

a a
h x x x

x a

  
    

 
， 

①当
2

0
1 2

a

a



，即 0a  时， 

若 0 1x  ，则   0h x  ，  h x 单调递减；若 1x  ，则   0h x  ，  h x 单调递增， 

所以    1 0h x h  ，则所求方程只有一个解 1x  ，不符合题意，舍去； 

②当
2

1
1 2

a

a



，即

1

4
a  时，若 0x  ，则   0h x  ，当且仅当 1x  时，取等号， 

所以函数  h x 在  0 ,  上单调递增，又  1 0h  ，则所求方程只有一个解 1x  ，不符合题意，舍去； 

③当
2

0 1
1 2

a

a
 


，即

1
0 a

4
  时， 

若
2

0
1 2

a
x

a
 


，则   0h x  ，  h x 单调递增；若

2
1

1 2

a
x

a
 


，则   0h x  ，  h x 单调递减； 

若 1x  ，则   0h x  ，  h x 单调递增． 

又  1 0h  ，可知
2

0
1 2

a
h

a

 
 

 
．因为

2
1 1 1 1

2
1 1

e 2 ln e e e
2 2

a a ah a a a
       

         
    

1
3 1 1

e
2 2 e

a a a
  

      
 

． 

因为
1

0 a
4

  ，所以
1

3 1 1 5 1 1 5
e 1 0

2 2 e 4 2 e 4

a a a a
    

               
   

，即
1

e 0ah
 

 

 

． 

因为
2

,1
1 2

a
x

a

 
  

 
时，   0h x  ， 

因为
1

1ae



，所以

1
2

e 0 ,
1 2

a
a

a

  
  

 
，所以  h x 在区间

1
2

e ,
1 2

a
a

a

 

 
 

单调递增， 

由零点存在定理，可得存在唯一
1

0

2
e ,

1 2

a
a

a
x

 
  

 

，使得  0
0h x  ，又  1 0h  ． 

此时，所求方程有 2 个不同解，符合题意． 

④当
2

1
1 2

a

a



，即

1 1

4 2
a  时，若 0 1x  ，则   0h x  ，  h x 单调递增； 

若
2

1
1 2

a
x

a
 


，则   0h x  ，  h x 单调递减；若

2

1 2

a
x

a



，则   0h x  ，  h x 单调递增． 
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又  1 0h  ，于是
2

0
1 2

a
h

a

 
 

 
， 

令
1

( ) ln 1m x x
x

   ，
2 2

1 1 1
( )

x
m x

x x x


    ，  m x 在区间  0 ,1 上单调递减，在区间  1,  上单调递增， 

所以    1 0m x m  ，所以
1

ln 1x
x

  ， 

所以
2 21 1 1 1 1

( ) 2 ln 2 1
2 2 2 2

h x a x x a a x a x a a x
x

     
                 

     
， 

所以
21 2 1

( ) 3
2 2

a
h x a x x a

x

 
      
 

设
21 2 1

( ) 3
2 2

a
n x a x x a

x

 
      
 

，则 

2

2

6 1 2 3 6 6 1 2 1
3

1 2 2 (1 2 ) 1 2 3 2

a a a a a
n a

a a a

  
      

   
，

2
6 1 2 1 2 1

3
1 2 1 2 3 2 6 (1 2 )

4 4 9 2 1a a a
n

a
a

a

a

a a

 
     

 

 







 

因为
1 1

4 2
a  ，所以1 2 0a  ，函数 2

44 92 1a ay    在
1 1

,
4 2

 
 
 

单调递增， 

当
1 1

4 2
a  时，

2 1 1
4 4 9 2 1 4 4 9 2 1 0

1 6 4
y a a          ，

6 6
0

1 2 1 2

a a
h n

a a

   
    

    
， 

因为  h x 在
2

,
1 2

a

a

 
 

 
上单调递增，由零点存在定理，得存在唯一 1

2
,

1 2

a
x

a

 
  

 
， 

使得  1
0h x  ，又  1 0h  ．此时，所求方程有 2 个不同解，符合题意． 

综上所述，当
1 1 1

0 , ,
4 4 2

a
   

    
   

时，函数  h x 有两个不同零点． 

46．（2023·天津·校联考一模）已知函数   e
x

f x a x a   ， a  R . 

(1)讨论  f x 的单调区间；(2)当 1a  时，令  
 
2

2 f x
g x

x
 . 

①证明：当 0x  时，   1g x  ；②若数列   
*

n
x n  N 满足 1

1

3
x  ，  1e n

x

n
g x  ，证明：  2 e 1 1n

xn
  . 

【分析】(1)求出函数  f x 的导函数  f x ，再讨论  f x 的符号即可计算作答. 

(2)①等价变形所证不等式，构造函数
 

21
1

2
1

e
x

x x

F x

 

 
，利用导数探讨单调性即可； 

②由已知证明 1
1

e 1
2

x
  ，由①分析探讨，等价转化，再构造函数  

 2 e
1

2

x
x

h x
x


 


，利用递推变换即可作答. 

【详解】（1）函数   e
x

f x a x a   定义域为 R，求导得   e
x

f x a   ， 

当 0a  时， ( ) 0f x¢ > 恒成立，即  f x 在  ,  上单调递增， 

当 0a  时，令   e 0
x

f x a   ，解得 lnx a ，令   e 0
x

f x a    ，解得 lnx a ， 

即  f x 在  , ln a 上单调递减，在  ln ,a  上单调递增， 

所以，当 0a  时，  f x 在  ,  上单调递增，当 0a  时，  f x 在  , ln a 上单调递减，在  ln ,a  上单调递

增. 
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（2）当 1a  时，  
 

2

2 e 1
x

x

g x
x

 

 ， 

①当 0x  时，  
2

2

2

1
12 e 1

2
1 e 1

e
1

2

x

x

x

x
x

x xx

x



   

 
  

， 

令
 

21
1

2
1

e
x

x x

F x

 

 
， 0x  ，

 

21

2
0

e
x

x

F x



  
恒成立，则  F x 在  0 ,  上单调递减， 

   
0

1
0 1 0

e
F x F    ，因此，

21
1

2
1

e
x

x x 


成立，所以当 0x  时，   1g x  . 

②由①可知，当  0 ,x   时，   1g x  ，由 1

1

3
x  得  2

1
e 1

x
g x  ，即 2

0x  ，由  1e n
x

n
g x  ，可得 0

n
x  ， 

而 1

1

3e 1 e 1
x
  

，又
3

3 2 7
e e 0

2 8

 
    
 

，即
1

3
3

e
2

 ，则 1

1

3
1

e 1 e 1
2

x
    ， 

由于  
1

2 e 1 1 e 1 ( )
2

n n
x xn n
     ，只需证    1

1 1 1
e 1 e 1 1 e

2 2 2

n n n
x x x

n
g x        ， 

又当 0x  时，
2 2 21 1

( ) 1 e ( 4 )e 4 4 ( 2 )( 2 )e ( 2 ) 0
2 2

x x x
g x x x x x x x             

 2 e
1 0

2

x
x

x


  


， 

令  
 2 e

1
2

x
x

h x
x


 


， 0x  ，  

 

2

2

e
0

2

x
x

h x

x

  


恒成立，则  h x 在 (0 , ) 上单调递增，    0 0h x h  ， 

则当 0x  时，恒有
2

e 1 0
2

xx

x


  


，而 0

n
x  ，即  

1 1
1 e

2 2

n
x

n
g x    成立，不等式  1

1
e 1 e 1

2

n n
x x

    成立， 

因此      1 1 1

2 1

1 1 1 1
e 1 e 1 e 1 e 1

2 2 2 2

n n n
x x x x

n n

 


         成立，即

1
e 1

2

n

n

x  
   

 

成立， 

所以原不等式得证.【点睛】思路点睛：函数不等式证明问题，将所证不等式造价转化，构造新函数，再借助函数的

单调性、极(最)值问题处理. 

47．（2023·天津河北·统考一模）已知函数   ln 2f x x x   . 

(1)求曲线  y f x 在点   1, 1f 处的切线方程；(2)讨论函数  f x 的单调性； 

(3)若对任意的  1,x   ，都有  ln 1x x x k x   成立，求整数 k 的最大值. 

【答案】(1) 1y   ；(2)递减区间是(0,1)，递增区间是 (1, ) ；(3)3. 

【分析】（1）求出函数 ( )f x 的导数，再利用导数的几何意义求出切线方程作答. 

（2）利用导数求出 ( )f x 的单调区间作答. 

（3）等价变形给定的不等式，构造函数，利用导数求出函数的最小值情况作答. 

【详解】（1）函数 ( ) ln 2f x x x   ，求导得
1

( ) 1f x
x


  ，则 ( ) 01f   ，而 (1) 1f   ， 

所以曲线 ( )y f x 在点 (1, (1) )f 处的切线方程是 1y   . 
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（2）函数 ( ) ln 2f x x x   的定义域是 (0 , ) ，
1

( ) 1f x
x


  ， 

当 (0 ,1)x  时， ( ) 0f x  ，函数 ( )f x 单调递减，当 (1, )x   时， ( ) 0f x  ，函数 ( )f x 单调递增， 

所以函数 ( )f x 的递减区间是(0,1)，递增区间是 (1, ) . 

（3） (1, )x   ，
ln

ln ( 1)
1

x x x
x x x k x k

x


    


， 

令
ln

( ) , 1
1

x x x
g x x

x


 


，求导得  

     

   
2 2

2 ln 1 ln ln 2

1 1

x x x x x x x
g x

x x

     


 

  ， 

由（2）知， ( ) ln 2f x x x   在 (1, ) 上单调递增， (3 ) 1 ln 3 0f    ，    4 2 1 ln 2 0f    ， 

因此存在唯一 0
(3 , 4 )x  ，使得 0

( ) 0f x  ，即 0 0 0 0
ln 2 0 ln 2x x x x      ， 

当 0
(1, )x x 时， ( ) 0f x  ，即 ( ) 0g x  ，当 0

( , )x x  时， ( ) 0f x  ，即 ( ) 0g x  ， 

因此函数 ( )g x 在 0
(1, )x 上单调递减，在 0

( , )x  上单调递增， 

于是
0 0 0 0 0 0

m in 0 0

0 0

ln ( 2 )
( ) ( )

1 1

x x x x x x
g x g x x

x x

  
   

 
，则 0

(3, 4 )k x  ， 

所以整数 k 的最大值是 3. 

【点睛】关键点睛：涉及不等式恒成立问题，将给定不等式等价转化，构造函数，利用导数探求函数单调性、最值

是解决问题的关键. 

48．（2023·天津·校联考一模）已知函数   e s in
x

f x a x a   ．（注： e 2 .7 1 8 2 8 1   是自然对数的底数）． 

(1)当 2a  时，求曲线  y f x 在点   0 , 0f 处的切线方程； 

(2)当 0a  时，函数  f x 在区间
π

0 ,
2

 
 
 

内有唯一的极值点
1
x ． 

①求实数 a 的取值范围； 

②求证：  f x 在区间  0 , π 内有唯一的零点 0
x ，且

0 1
2x x ． 

【答案】(1) y x (2)①  0 ,1  ；②证明见解析 

【分析】（1）由导数的几何意义，求切点处的切线方程； 

（2）利用导数研究单调性得到极值的个数，利用函数单调性并通过构造新函数比较零点和极值点的大小关系. 

【详解】（1）当 2a  时，   2 e s in 2
x

f x x   ，   2 e co s
x

f x x   ， 

切线的斜率  0 2 1 1k f     ，又  0 0f  ，所以切点为  0 , 0 ， 

所以，切线方程为 y x  

（2）①.函数   e sin
x

f x a x a   ，   e co s
x

f x a x   ， 

（ⅰ）当 1a  时，当
π

0 ,
2

x
 

  
 

时， e 1
x

a  ，  co s 0 ,1x  ，   0f x  ，则  y f x 在
π

0 ,
2

 
 
 

上单调递增，没有极值
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点，不合题意，舍去； 

（ⅱ）当 0 1a  时，设   e co s
x

x a x   ，则   e sin 0
x

x a x     在
π

0 ,
2

 
 
 

上恒成立，所以  x 在
π

0 ,
2

 
 
 

上递增，即

 f x 在
π

0 ,
2

 
 
 

上递增， 

又  0 1 0f a    ，
π

2
π

e 0
2

f a
 

  
 

 ，所以  f x 在
π

0 ,
2

 
 
 

上有唯一零点
1
x ， 

当  1
0 ,x x 时，   0f x  ，函数  f x 单调递减；当 1

π
,

2
x x

 
  
 

时， ( ) 0f x¢ > ，函数  f x 单调递增， 

所以函数  y f x 在区间
π

0 ,
2

 
 
 

内有唯一极值点，符合题意，综上， a 的取值范围是  0 ,1 ． 

②.由①知 0 1a  ，当
π

, π
2

x
 

 
 

时，   e co s 0
x

f x a x   ， 

当  1
0 ,x x 时，   0f x  ，函数  f x 单调递减；当  1

, πx x 时， ( ) 0f x¢ > ，函数  f x 单调递增； 

所以  1
0 ,x x 时，    0 0f x f  ，则  1

0f x ， 

又因为    
π π

π e e 1 0f a a a     ，所以  f x 在  1
, πx 上有唯一零点 0

x ， 

即  f x 在  0 , π 上有唯一零点 0
x ．因为   1

2

1 1
2 e s in 2

x
f x a x a   ， 

由①知  1
0f x


 ，所以 1

1
c o s

x
a e x ， 

则   1 1

1

2 1

1 1 1 1 1

c o s
2 e s in 2 e c o s 2 s in c o s

e

x x

x

x
f x a x a x x x       

1

1
1 1

1
c o s e 2 s in

e

x

x
x x
 

   
 

， 1

π

2
0 ,x

 
  

 
 

设   e 2s in e
x x

h x x


   ，
π

0 ,
2

x
 

  
 

， 

则   e 2 co s e
x x

h x x


   ， 

e e 2
x x
  ， 2 c o s 2x  ，所以   e e 2 co s 0

x x
h x x


     

 h x 在
π

0 ,
2

 
 
 

为单调递增，又  0 0h  ，所以   0h x  ， 

又
π

0 ,
2

x
 

  
 

时， 1
co s 0x  ，所以   1

1
1 1 1

1
2 c o s e 2 s in 0

e

x

x
f x x x

 
    

 
． 

所以    1 0
2 0f x f x  ． 

由前面讨论知
1 1

2 πx x  ， 1 0
πx x  ，  f x 在  1

, πx 单调递增， 

所以 0 1
2x x ． 

【点睛】思路点睛： 

1. 导函数中常用的两种常用的转化方法：一是利用导数研究含参函数的单调性，常化为不等式恒成立问题．注意分

类讨论与数形结合思想的应用；二是函数的零点、不等式证明常转化为函数的单调性、极(最)值问题处理． 

2.利用导数解决含参函数的单调性问题时，一般将其转化为不等式恒成立问题，解题过程中要注意分类讨论和数形



试卷第 48 页，共 55 页 

结合思想的应用. 

3.证明不等式，构造一个适当的函数，利用它的单调性进行解题，是一种常用技巧，许多问题，如果运用这种思想

去解决，往往能获得简洁明快的思路，有着非凡的功效. 

49．（2023·天津南开·统考一模）已知函数      
2

2 1 2 ln Rf x x a x a x a     . 

(1)当 2a  时，求曲线  y f x 在点   1, 1f 处的切线方程； 

(2)若函数  f x 有极大值，试确定 a 的取值范围； 

(3)若存在 0
x 使得    

2 2 2

0 0 0 0

3 3 1 1 1
ln 2 2

4 2 4 5
f x x a x a x a

 
       

 
成立，求 a 的值. 

【答案】(1) 5 0y   (2)    0 ,1 1,  (3)
1

5
a   

【分析】（1）利用导数的几何意义，求曲线的切线方程； 

（2）首先求函数的导数，  
   2 1x x a

f x
x

 
 ，再讨论 a ，判断函数的单调性，讨论函数的极值； 

（3）不等式转化为    
2 2

0 0

4
2 ln 2

5
x a x a    ，利用两点间的距离的几何意义，转化为点到直线的距离，求 a 的值. 

【详解】（1）当 2a  时，  
2

6 4 lnf x x x x   ， 

依题意，  
4

2 6f x x
x

   ，可得  1 2 6 4 0f     ，又  1 5f   ， 

所以曲线  y f x 在点   1, 1f 处的切线方程为 5 0y   . 

（2）函数  f x 的定义域为  0 ,     
   2 12

2 2 1
x x aa

f x x a
x x

 
     ， 

①当 1a  时，   0f x  ，所以  f x 在  0 ,  上单调递增，此时  f x 无极大值； 

②当 1a  时，令 ( ) 0f x¢ > ，解得 0 1x  或 x a ，令   0f x  ，解得1 x a  ， 

所以  f x 在  0 ,1 和  ,a  上单调递增，在  1, a 上单调递减， 

此时  f x 在 1x  处取得极大值，符合题意； 

③当 0 1a  时，令 ( ) 0f x¢ > ，解得 0 x a  或 1x  ，令   0f x  ，解得 1 a x ， 

所以  f x 在  0 , a 和  1,  上单调递增，在  ,1a 上单调递减， 

此时  f x 在 x a 处取得极大值，符合题意； 

④当 0a  时，令 ( ) 0f x¢ > ，解得 1x  ，令   0f x  ，解得 0 1x  ， 

所以  f x 在  1,  上单调递增，在  0 ,1 上单调递减，此时  f x 无极大值； 

综上，实数 a 的取值范围为    0 ,1 1,  . 
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（3）    
2 2 2

0 0 0 0

3 3 1 1 1
ln 2 2

4 2 4 5
f x x a x a x a

 
       

 
 

   
2 2

0 0

4
2 ln 2 .

5
x a x a      

2 2
( ) (2 ln 2 )x a x a   可以看作是动点  , 2 lnP x x 与动点  , 2Q a a 之间距离的平方， 

动点 P 在函数 2 lny x 的图象上，Q 在直线 2y x 的图象上， 

问题转化为求直线上的动点到曲线的最小距离， 

由 2 lny x 得，
2

2y
x

   ，解得 1x  ， 

所以曲线上点  1, 0P 到直线 2y x 的距离最小，最小距离
2

5

d  ， 

则
2 2 4

( ) ( 2 ln 2 )
5

x a x a    ， 

根据题意，要使    
2 2

0 0

4
2 ln 2

5
x a x a    ， 

则    
2 2

0 0

4
2 ln 2

5
x a x a    ，此时Q 恰好为垂足， 

由
 

2

1
1

2

y x

y x





  


,可得
1 2

,
5 5

Q
 
 
 

， 

所以
1

5
a  . 

【点睛】本题考查利用导数研究函数的性质的综合应用的问题，本题的关键是第三问，不等式变形转化为

   
2 2

0 0

4
2 ln 2

5
x a x a    ，再转化为直线 2y x 和函数 2 lny x 的图象上点的距离问题. 

50．（2023·天津·大港一中校联考一模）已知函数 ( )
x

f x e ， 2
( )g x m x ． Rm  ，e 为自然对数的底数． 

（1）如果函数 ( ) ( ) ( )h x f x g x  在(0，  )上单调递增，求 m 的取值范围； 

（2）若直线 1y k x  是函数 ( )y f x 图象的一条切线，求实数 k 的值； 

（3）设
1
x ， 2

Rx  ，且 1 2
x x ，求证：

1 2 2 1

2 1

( ) ( ) ( ) ( )

2

f x f x f x f x

x x

 



． 

【答案】（1）
2

e
m  （2）1（3）见解析． 

【分析】（1）依题意 h′（x）=e
x
﹣2mx≥0（0，+∞）上恒成立．即

m in
2

x
e

m
x

 
  
 

在（0，+∞）上恒成立．即求函数  
2

x
e

p x
x



的最小值即可;（2）设切点  0

0
,

x
x e ，则切线方程为则

0

0

0
1

x

x

e k x

k e

  




进而得到  ln 1 0 0k k k k    ，令   ln 1p k k k k  

对函数求导得到函数的单调性和零点即可得到 k 值（3）：要证
       

 
1 2 2 1

2 1

2 1
2

f x f x f x f x
x x

x x

 
 


，只要证

 
1 2 2 1

2 1

2 1
2

x x x x
e e e e

x x
x x

 
 


，两边同时除以 1

x
e 令 x2﹣x1=t，t＞0，即证（t﹣2）e

t
+t+2＞0，利用  p t =（t﹣2）e

t
+t+2，
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（t＞0）单调性即可证明 

【详解】：（1）  
2x

h x e m x  ，  ' 2
x

h x e m x    

要使  h x 在  0 ,  上单调递增，则  ' 0h x  在  0 ,  上恒成立. 

∴ 2 0
x

e m x  ，∴
m in

2

x
e

m
x

 
  
 

，令  
2

x
e

p x
x

 ，  
 

2

1
'

2

x
e x

p x
x


  

当 0 1x  时，  ' 0p x  ，  p x 单调递减，当 1x  时，  ' 0p x  ，  p x 单调递增 

∴当 x=1 时，  p x 有最小值为  1
2

e
p  ，∴

2

e
m   

（2）∵  
x

f x e ，∴  '
x

f x e ，设切点为  0

0
,

x
x e ，则

0

0

0
1

x

x

e k x

k e

  




 

∴  ln 1 0 0k k k k    ，令   ln 1p k k k k   ，  ' lnp k k  

∴ 0 1k  时，  ' 0p k  ，  p k 单调递减，当 k＞1时，  ' 0p k  ，  p k 单调递增 

∴k＝1 时，  
m in

0p k  ，∴   0p k  时，k＝1.∴实数 k 的值为 1. 

（3）要证
       

 
1 2 2 1

2 1

2 1
2

f x f x f x f x
x x

x x

 
 


 

只要证  
1 2 2 1

2 1

2 1
2

x x x x
e e e e

x x
x x

 
 


，两边同时除以 1

x
e 得： 

2 1 2 1

2 1

1 1

2

x x x x
e e

x x

 
 




，令 2 1
0t x x t  ， 得：

1 1

2

t t
e e

t

 
  

所以只要证：  2 2 0
t

t e t    ，令    2 2
t

p t t e t     

∴    ' 1 1
t

p t t e   ，  ' ' 0
t

p t te   
  ，∴    0 0p t p   

即  2 2 0
t

t e t    ，∴原不等式成立. 

【点睛】本题考查了利用导数研究过曲线上某点处的切线方程，考查了利用导数求函数的最值，体现了数学转化思

想方法和函数构造法，本题综合考查了学生的逻辑思维能力和灵活应变能力，难度较大．求函数在某一点处的切线

方程；步骤一般为：一，对函数求导，代入已知点得到在这一点处的斜率；二，求出这个点的横纵坐标；三，利用

点斜式写出直线方程. 

51．（2023·天津红桥·统考一模）已知函数
ln

( )
x

f x k
x

  . 

(1)当 0k  时，求曲线 ( )y f x 在点 ( e , ( e ) )f 处的切线方程； 

(2)若 ( ) 0f x  恒成立，求实数 k 的取值范围； 
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【答案】(1)
1

e
y  (2)

1

e
k ≥ (3)证明见解析 

【分析】（1）对 ( )f x 求导，得到函数在 ex  处的导数，利用直线方程得点斜式即可得出答案； 

（2）若 ( ) 0f x  恒成立，则
m a x

ln x
k

x

 
  
 

，设    
ln

, 0 ,
x

g x x
x

   ，对  g x 求导，得到  g x 的单调性，可求出  g x

最大值； 

【详解】（1）当 0k  时，
ln

( )
x

f x
x

 ， ( )f x 的定义域为  0 ,  ，
2

1 ln
( )

x
f x

x


  ， 

曲线 ( )y f x 在点 ( e , ( e ) )f 处的切线方程的斜率为  e 0k f   ，又  
1

e
e

f   

则切线方程为
1

e
y  . 

（2）若 ( ) 0f x  恒成立，则
m a x

ln x
k

x

 
  
 

， 

设    
ln

, 0 ,
x

g x x
x

   ，
2

1 ln
( )

x
g x

x


  ， 

由 ( ) 0g x  ，得 0 ex  ，由 ( ) 0g x  ，得 ex  ， 

所以函数  g x 在  0 , e 上单调递增，在  e ,+ 上单调递减， 

   
m a x

1
e

e
g x g  ，所以

1

e
k ≥ . 

52．（2023·天津河东·一模）已知函数
4

( )
a

f x a x
x

  ， ( ) ln
2

x
g x  ． 

(1)求函数 ( )f x 在点 (1, (1) )f 处的切线方程； 

(2) ( ) ( ) ( )F x g x f x  ，
1

0 a
4

  ， 0x  ． 

（ⅰ）证明
4

( ) 0F x F
x

 
  

 
；（ⅱ）求函数 ( )F x 在区间

2

1
0 ,

a

 
 
 

上零点的个数证明． 

【答案】(1)5 8 0a x y a   (2)（ⅰ）证明见解析；（ⅱ）3 个，证明见解析 

【分析】（1）根据导数的几何意义，结合直线方程，即可得到结果； 

（2）（ⅰ）直接代入计算，即可证明； 

（ⅱ）求导可得  F x ，得到其极值点，通过对其单调性的研究分分不同区间进行讨论，即可得到其零点个数； 

【详解】（1）
2

4
( )

a
f x a

x
   ，切线斜率为 (1) 5f a  ， (1) 3f a  ， 

切线方程为 3 5 ( 1)y a a x   ，∴5 8 0a x y a    

（2）（ⅰ）
4 2 4 4

ln 4 ln ( )
4 2

a x x a
F a a x F x

x x x x

 
          

 
，

4
( ) 0F x F

x

 
  

 
； 

（ⅱ）
2

1 4
( ) 0

a
F x a

x x
     即为 2

4 0a x x a    ， 2
1 1 6 0a     

解得
2

1

1 1 1 6

2

a
x

a

 
 ，

2

2

1 1 1 6

2

a
x

a

 
 ， 1 2

0x x  ， 

当    2 1
0 , ,x x x  时， ( ) 0F x  ；当  2 1

,x x x 时， ( ) 0F x  ， 



试卷第 52 页，共 55 页 

且 ( )F x 在区间  2
0 , x ，  1

,x  上单调递减，在区间  2 1
,x x 上单调递增， 

( 2 ) ln 1 2 2 0F a a    ，∵ 1 2
4x x  ，∴ 2 1

2x x   

( )F x 在区间  2 1
,x x 上单调递增，  1

( 2 ) 0F x F  ，  2
( 2 ) 0F x F   

2 3

2

1 1
ln 2 4F a a

a a

 
    

 
，令

2 31
( ) ln 2 4G a a a

a
     

4

2

2 2 2

4 1 1 2 2 1
( ) 1 2

2

a a a
G a a

a a a

  
      

令 4
( ) 1 2 2 1h a a a   ， 3

( ) 4 8 2h a a   ，∵
1

4
a  ，∴ 3 1

6 4
a  ， ( ) 0h a   

( )h a 在
1

0 a
4

  上单调减，
1 3 1

( ) 1 0
4 6 4 2

h a h
 

     
 

，∴ ( ) 0G a   

( )G a 在
1

0 a
4

  上单调递增，
1 1 1

( ) ln 4 0
4 8 1 6

G a G
 

      
 

 

1 2

2 1 1

2
x

a a a
   ，  1

0F x  ，
2

1
0F

a

 
 

 
， ( )F x 在区间  1

,x  单调递减 

因此 ( )F x 在区间 1 2

1
,x

a

 
 
 

上存在唯一零点 3
x 由已知 2 1 3 2

3 1

4 4 1
0 2x x x

x x a
       ，由（2）（ⅰ） 

 3

3

4
0F x F

x

 
  

 

，  3
0F x  ，∴

3

4
0F

x

 
 

 

( )F x 在区间  2
0 , x 单调递减， ( )F x 在区间  2

0 , x 上存在唯一零点
3

4

x
 

综上所述， ( )F x 在区间
2

1
0 ,

a

 
 
 

上存在 3 个零点． 

【点睛】思路点睛：构造函数是基本的解题思路，因此观察题目所给的数的结构特点，以及数与数之间的内在联系，

合理构造函数，利用导数判断单调性是解题的关键. 

53．（2023·天津·统考一模）已知函数   2 ln 1
a

f x x
x

   ， Ra  . 

(1)当 2a   时，求曲线  y f x 在点   1, 1f 处的切线方程；(2)求  f x 在区间  1,  上的极值； 

(3)设函数  
2

( ) lng x x a x  ，  

2
e

h x x
x

  .当 2a   时，  1
1, ex  ，  2

2 , 3x  ，不等式    
2

1 2
g x h x 恒成立，求

a 的取值范围.【答案】(1) 3y  (2)答案见解析(3)  2 , 3e  

【分析】（1）求出函数的导函数，即可求出切线的斜率，从而求出切线方程； 

（2）求出函数的导函数，分 2a   、 2a   两种情况讨论，分别求出函数的极值； 

（3）根据对勾函数的性质求出
2

2 m in
( )h x ，依题意不等式  

2

1 2
( )g x h x 恒成立，只需  

2

m ax
4 eg x  恒成立，利用导数

说明函数的单调性，结合（2）中的结论求出参数的取值范围. 

【详解】（1）当 2a   时，   n 1
2

2 lf x x
x

   ，  
2

2 2x
f x

x


  ，  

所以  1 0k f   ， (1) 3f  ，  所以曲线  y f x 在点   1, 1f 处的切线方程为 3y  . 

（2）  
2

2 x a
f x

x


  ，  1,x   . 
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①当 2a   时， ( ) 0f x¢ > ，  f x 在  1,  上单调增， 所以  f x 无极值；  

②当 2a   时，令   0f x  ，得
2

a
x   ，列表如下： 

x  1,
2

a 
 

 
 

2

a
  ,

2

 
  

 

a
 

 f x    0    

 f x  单调递减 极小值 单调递增 

所以  f x 的极小值为 2 ln 3
2 2

a a
f
   
      

   
，无极大值； 

综上可得：当 2a   时函数无极值，当 2a   时极小值为 2 ln 3
2

a 
  

 
，无极大值； 

（3）易知
2

e
( )h x x

x
  在  2 , e 上单调递减，在  e , 3 上单调递增，  

所以
2

e
( )h x x

x
  在  2 , 3 上的最小值为 ( e ) 2 eh  .  所以

2 2

2 m in
( ) 4 eh x  .      

因为        2 ln 1
a

g x x a x x a f x
x

 
       

 
，  

由题意，对于任意的实数  1
1, ex  ，  2

2 3x  ， ，不等式  
2

1 2
( )g x h x  恒成立，只需  

2

m ax
4 eg x  恒成立，所以

 

   

2

2 2

1 0 4 e

e e 4 e

g

g a

  


  

，解得 e 3ea   ，又 2a   ，所以 2 3ea   .    

①当 2 1a   时，因为  1, ex  ，所以 0x a  ， 

由（2）知，  f x 在  1, e 上单调增，所以    1 1 0f x f a    .所以   0g x  ，  

所以  g x 在  1, e 上单调增，则    
2

m ax
e 4 eg x g   

  ，解得 

e 3ea   ，此时， 2 1a     

 ②当1 3ea  时，由（2）知，  f x 在  1, e 上单调递增，且

 

 

1 1 0

e 3 0
e

f a

a
f

   



  


，又   2ln 0f a a  ，所以存在  0
1,x a ，

且  0
1, ex  ，使得  0

0f x  ，即 0

0

2 ln 1 0
a

x
x

   ，得 0 0 0
2 lnx a x x   .  

所以   0g x  的解为 0
x 和 a ，列表如下： 

x   0
1, x  0

x   0
,x a  a  ,a   

 g x    0    0    

 g x  单调递增 极大值 单调递减 极小值 单调递增 
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所以    
2

0 0
 g x x a

2

0
ln 4 ex  ，即

2 3 2

0 0
ln ex x  ，又 0

1 ex  ，所以
2 3 2

0 0
ln ex x  恒成立，此时1 3ea  ， 

综上所述，实数 a 的取值范围为 2 , 3e  

【点睛】方法点睛：导函数中常用的两种常用的转化方法：一是利用导数研究含参函数的单调性，常化为不等式恒

成立问题．注意分类讨论与数形结合思想的应用；二是函数的零点、不等式证明常转化为函数的单调性、极(最)值

问题处理． 

54．（2023·天津和平·统考一模）已知函数      e , ln 2
x

f x a x g x x a     ，其中 e 为自然对数的底数， a  R . 

(1)当 0a  时，函数  f x 有极小值  1f ，求 a ； 

(2)证明：    f x g x  恒成立； 

(3)证明：
2 3

3 4 1 e
ln 2 ln ln ln

2 3 e 1

n

n

n

     
          

     

. 

【分析】（1）求导，求极值点，讨论函数单调性，找到极小值即可解决问题； 

（2）不等式    f x g x  恒成立，即  e ln 2 0
x

x   恒成立， 

设    e ln 2
x

h x x   ，构造新函数求导利用函数导数单调性进行分析即可证明结论. 

（2）由（2）知，  e ln 2
x

x  ，令
1t

x
t

 
 ，则

1

1 1
e ln 2 ln ,

t

t
t t

t t

 

   
   

 

 

从而有 1 1
e ln

t

t t

t

   
  
 

，由 t 的不同值，分别写出不等式，然后累加，结合等比数列求和进行放缩，分析得到结论. 

【详解】（1）   e ( 0 )
x

f x a a   ，令   0f x  ，解得 lnx a ， 

当 lnx a 时， ( ) 0f x¢ > ，当 lnx a 时，   0f x  ，所以  f x 在  ln ,a  上单调递增，在  , ln a 上单调递减， 

所以  f x 有极小值  lnf a ，所以 ln 1a  ，即 ea  . 

（2）证明：不等式    f x g x  恒成立，即  e ln 2 0
x

x   恒成立， 

设    e ln 2
x

h x x   ，则  
1

e
2

x
h x

x
 


， 

易知  h x 是定义域上的增函数，又    
1 1

0 1 0 , 1 1 0
2 e

h h        ， 

则  
1

e 0
2

x
h x

x
  


 在  1, 0 上有一个根 0

x ，即
0

0

1
e ,

2

x

x



 

当  0
1,x x  时，   0h x  ，当  0

, 0x x 时，   0h x   

此时  h x 在  0
1, x 单调递减，在  0

, 0x 单调递增， 

 h x 的最小值为    0

0 0
e ln 2

x
h x x   ， 
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0

0

1
e ,

2

x

x



 0 0

ln 2x x    ， 

 0
1, 0x   ，  

 
2

2

00 0

0 0

0 0 0

11 21
0

2 2 2

xx x
h x x

x x x

 
     

  
， 

 e ln 2 0
x

x    恒成立，故结论成立. 

（3）证明：由（2）知，  e ln 2
x

x  ，令
1t

x
t

 
 ， 

则
1

11 1 1
e ln 2 ln , e ln

tt

tt
t t t

t t t

 

       
       

   

.由此可知，当 1t  时， 0
e ln 2 ， 

当 2t  时，
2

1 3
e ln

2

  
  
 

，当 3t  时，
3

2 4
e ln

3

  
  
 

， 

， 

当 t n 时， 1 1
e ln

n

n n

n

   
  
 

， 

累加得： 

2 3

0 1 2 1 3 4 1
e e e e ln 2 ln ln ln

2 3

n

n n

n

         
               

     

， 

又 0 1 2 1

1
1

1 ee
e e e e

1 1 e 1
1 1

e e

n

n   

 
  
 

       


 

， 

所以
2 3

3 4 1 e
ln 2 ln ln ln

2 3 e 1

n

n

n

     
          

     

. 

【点睛】函数与导数综合简答题常常以压轴题的形式出现， 

难度相当大，主要考向有以下几点： 

1、求函数的单调区间（含参数）或判断函数（含参数）的单调性； 

2、求函数在某点处的切线方程，或知道切线方程求参数； 

3、求函数的极值（最值）； 

4、求函数的零点（零点个数），或知道零点个数求参数的取值范围； 

5、证明不等式； 

解决方法：对函数进行求导，结合函数导数与函数的单调性等性质解决， 

在证明不等式或求参数取值范围时，通常会对函数进行参变分离，构造新函数， 

对新函数求导再结合导数与单调性等解决. 

 


