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直线与椭圆的位置关系（二）

一、 向量数量积

我们需要知道的是向量数量积在圆锥曲线位置关系中运用的很多，有些情况是题目所求就是数量积的形

式，有些情况是给出了位置关系，我们需要有向量数量积加以转化，下面就是几种常见的给出位置关

系，我们将之转化为向量数量积进行计算的形式。

1．以 为直径的圆过原点 ， 

，

， ，

，

两边同时乘以 ，整体处理得：

，

消去高次项 得  即找了 ， ， ， 的关系式．

2．角度问题，成锐角或钝角

原点 在以 为直径的圆内 ，

易得 ；

原点 在以 为直径的圆外 ，

易得 ．

1. 典型例题

（ 1 ）

（ 2 ）

1. 已知椭圆 的焦距为 ，且与椭圆 有相同的离心率，斜率为

的直线 经过 ，与椭圆 交于不同两点 ， ．

求椭圆 的标准方程．

当椭圆 的右焦点 在以 为直径的圆内时，求 的取值范围．

【答案】（ 1 ） ．
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（ 2 ） ．

【解析】（ 1 ）

（ 2 ）

∵焦距为 ，

∴ ，

又∵椭圆 离心率为 ，

∴ ，

∴ ， ，

∴椭圆 标准方程为： ．

设直线 的方程为 ，

， ，

得 ，

∴ ， ，

又∵ 在圆内部，

∴ ，

∴ ，

即 ，

∴ ，

∴ ，直线 与椭圆相交，

∴直线 的斜率 的范围为 ．

【标注】【知识点】向量问题；椭圆的离心率；直线和椭圆的位置关系

备注：2018-2019学年天津河西区天津市新华中学高二上学期期中第16题

（ 1 ）

（ 2 ）

2. 设 点为圆 上的动点，点 在 轴上的投影为 ．动点 满足 ，动点

的轨迹为 ．

求 的方程．

设 的左顶点为 ，若直线 与曲线 交于两点 ， （ ， 不是左右顶点），

且满足 ，求证：直线 恒过定点，并求出该定点的坐标．

【答案】（ 1 ）

（ 2 ）

．

证明见解析， ．
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【解析】（ 1 ）

（ 2 ）

设 点 ， 点 ，

由题意可知 ，

∵ ，

∴ ，

即 ， ，

又∵点 在圆 上，

∴ ，代入得： ，

∴ 的方程为 ．

由（ ）可知 ，

设 ， ，

联立 ，

得： ，

∴ ， ，

则 ，

，

∵ ，

∴ 即 ，

即 ，

∴ ，

∴ ，

解得： ， ，

当 时，

的方程为 ，恒过 与已知矛盾，

当 时， 的方程为 ，恒过 ，

∴直线 过定点，定点坐标为 ．

【标注】【知识点】求曲线方程的问题；定点问题；直线和椭圆的位置关系

3. 已知椭圆 （ ）.若椭圆 的一个顶点坐标是 ，离心率为 ，过

的直线与椭圆交于 ， 两点.



4

（ 1 ）

（ 2 ）

求椭圆 的方程.

求 的取值范围.

【答案】（ 1 ）

（ 2 ）

.

.

【解析】（ 1 ）

（ 2 ）

， ， ，

， ，∴椭圆的方程为 .

由题意可知直线的斜率存在，设直线 方程为 ，

设直线与椭圆的交点坐标为 ， ，∴联立 ，

，

，

，

∴ ，

∴ ，

∴ ，

，

， ， ，

  ，

分离率数 ．

【标注】【知识点】向量问题

备注：2017-2018学年天津高二上学期期末文科新四区联考第19题14分

2. 巩固练习

（ 1 ）

（ 2 ）

4. 已知椭圆 的离心率为 ，以原点 为圆心，椭圆的短半轴长为半径的

圆与直线 相切．

求椭圆 的标准方程．
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已知直线 与椭圆 交于 、 两点，若以线段 为直径的圆恰好经过坐标原

点 ，试求出 的取值．

【答案】（ 1 ）

（ 2 ）

．

．

【解析】（ 1 ）

（ 2 ）

由题意知： ，

∴ ，

∴ ，

又∵圆 与直线 相切，

∴ ， ，

∴ ．

设 ， ，

中点为 ，

由 ，

得 ，

∴ ， ，

∴ ，

，

，

，

，

∴以 为直径的圆的方程为

，

又∵该圆经过原点，

∴ ，

化简得 ，

∴ ，
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∴ ．

【标注】【知识点】直线和椭圆的位置关系；向量问题

备注：2017-2018学年天津西青区高二上学期期末理科第20题14分

（ 1 ）

（ 2 ）

5. 设椭圆 的左焦点为 ，离心率为 ，过点 且与 轴垂直的直线被椭圆截

得的线段长为 ．

求椭圆的方程．

设 ， 分别为椭圆的左右顶点，过点 且斜率为 的直线与椭圆交于 ， 两点．若

，求 的值．

【答案】（ 1 ）

（ 2 ）

．

．

【解析】（ 1 ）

（ 2 ）

根据椭圆方程为 ．

∵过焦点且垂直于长轴的直线被椭圆截得的线段长为 ，

∴ ，

∵离心率为 ，

∴ ，

解得 ， ， ．

∴椭圆的方程为 ．

直线 ： ，设 ， ，

由 ，消去 得， ，

∴ ， ，

又 ， ，

∴

，

解得 ．



7

【标注】【知识点】向量问题；直线和椭圆的位置关系；椭圆的标准方程

备注：2017-2018学年12月天津河北区天津市第二中学高二上学期月考理科第18题13分

二、 共线比例问题

比例问题

共线问题可以用向量 来解答．

设A点坐标为 ,B点坐标为 ，P点坐标为

则有 ， ，由

可得 ，直线AB的方程可设为

联立 ，消去 留下关于 的一元二次方程，则可得

又因为 ，这样则有 ，这样消去 即可得

这样在我们知道 的情况下可以求解 ，知道 也可以求解 。

，

教法备注：

设直线AB 与 轴交点为 ，若 ，可以引导学生思考这样的情况下满足的关系式，在

这个过程中我们会发现我们在联立直线和椭圆方程时消去 留下关于 的一元二次方程可能计算会更加方

便，那么此时我们设的直线方程的形式可以是 。

共线问题
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我们在处理三点共线问题的主要思路是转化成向量共线或者斜率相等来计算。

三点共线等价于 或者

1. 典型例题

比例问题

（ 1 ）

（ 2 ）

6. 已知椭圆 的短轴长为 ，右焦点 与抛物线 的焦点重合，

为坐标原点．

求椭圆 的方程．

设 、 是椭圆 上的不同两点，点 ，且满足 ，若 ，求直线

的斜率 的取值范围．

【答案】（ 1 ）

（ 2 ）

．

．

【解析】（ 1 ）

（ 2 ）

由已知 ， ， ，所以椭圆的方程： ．

， 、 、 三点共线，

，且直线 的斜率一定存在，

所以 的方程 ，

与椭圆方程 联立可得：

，

， ，

， ， ，①

又 得：

， ，②

将②式代入①式，消去 得：

，

当 时， 是减函数，

∴ ，

解得 ，
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∴直线 的斜率的取值范围是 ．

【标注】【知识点】共线比例问题；椭圆的标准方程；直线和椭圆的位置关系

（ 1 ）

（ 2 ）

7. 已知椭圆 的中心为坐标原点 ，一个长轴端点为 ，短轴端点和焦点所组成的四边形为正方

形，直线 与 轴交于点 ，与椭圆 交于相异两点 ， ，且 ．

求椭圆的方程．

求 的取值范围．

【答案】（ 1 ）

（ 2 ）

．

．

【解析】（ 1 ）

（ 2 ）

根据题意知椭圆的焦点在 轴上，设椭圆方程为 ，

根据题意知 ， ，又 ，

则 ，

所以椭圆方程为 ．

设 ， ，根据题意，直线 的斜率存在，

设其方程为 ，与椭圆方程联立，

即 ，

则 ，

，

由韦达定理知 ，

又 ，

即有 ，

∴ ，

∴ ，

∴ ，

整理得 ，

又 时不成立，所以 ，

得 ，
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此时 ，

所以 的取值范围为 ，

当直线斜率不存在时， 和 为长轴的两个端点，

由向量长度关系可知 或 ，

综上所述， 的取值范围为 ．

【标注】【知识点】共线比例问题；直线和椭圆的位置关系

备注：2019-2020学年11月天津武清区杨村第三中学高二上学期月考第20题13分

共线问题

（ 1 ）

（ 2 ）

8. 已知椭圆 的离心率为 ，焦距为 ，斜率为 的直线 与椭圆 有

两个不同的交点 ．

求椭圆 的方程．

设 ，直线 与椭圆 的另一个交点为 ，直线 与椭圆 的另一个交点为 ，若

和点 共线，求 ．

【答案】（ 1 ）

（ 2 ）

．

．

【解析】（ 1 ）

（ 2 ）

由题知 ，

，

∴ ， ，

∴方程 ．

设 ，

则 ①，

②，

又 ，设 ，

直线 的方程为 ，

由 消去 可得，

，

则 ③，
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④．

又 代入③得 ，

∴ ．

∴ ．

同理 .

故 ， ，

因为 三点共线，

∴

将点 的坐标代入化简可得：

，即 ．

【标注】【知识点】椭圆的基本量求解；弦长求解问题；最值问题

备注：2017-2018学年天津河西区天津市实验中学高二下学期期末理科18题

2. 巩固练习

比例问题

（ 1 ）

（ 2 ）

9. 已知焦点在 轴上的椭圆 的中心是原点 ，离心率等于 ，以椭圆 的长轴和短轴为对角线的四边

形的周长为 ，直线 与 轴交于点 ，与椭圆 交于 、 两个相异点，且

．

求椭圆 的方程．

若 ，求 的取值范围．

【答案】（ 1 ）

（ 2 ）

．

．

【解析】（ 1 ）根据已知设椭圆 的方程为 ，焦距为 ，由已知得

，

∴ ， ．

∵以椭圆 的长轴和短轴为对角线的四边形的周长为 ，

∴ ，
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（ 2 ）

∴ ， ．

∴椭圆 的方程为 ．

根据已知得 ，设 ， ，

由 得 ，

由已知得 ，

即 ．且 ， ．

由 得 ，即 ．

∴ ，

∴ ，即 ．

当 时， 不成立．

∴ ，∵ ，

∴ ，即 ．

∴ ，

所以 的取值范围为 ．

【标注】【知识点】共线比例问题；直线和椭圆的位置关系；椭圆的标准方程

共线问题

（ 1 ）

1

2

（ 2 ）

10. 已知椭圆 的左顶点为 ，上顶点为 ，右焦点为 ，离心率为 ，

的面积为 ．

求椭圆 的方程．

若 ， 为 轴上的两个动点，且 ，直线 和 分别与椭圆 交于 ， 两点．

求 的面积的最小值．

证明： ， ， 三点共线．

【答案】（ 1 ）

1

2

（ 2 ）

．

．

证明见解析．

【解析】（ 1 ）由题意椭圆离心率 ①，

又 的面积为 ②，
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1

2

（ 2 ）

在椭圆中，有 ③，

联立①②③得 ， ， ，

所以椭圆方程为 ．

、 为 轴上两个动点，设 ， ，

又 ，

∴ ， ，

∵ ，

∴ ，

∴ ．

又

，

∵ ，

∴ ，

当 时，取等号，

∴ ，

即 面积最小值为 ．

直线 方程为： ，

由

，

，

因为直线 与椭圆相交于 ， ，

所以 ，

又 ，

∴ ，
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，

∴ 点坐标 ，

同理直线 与椭圆相交于 ，

∴ 点坐标 ，

若 ， 刚好位于椭圆的上下顶点，

则

∴ ，故有 ， ， 三点共线，

若 ， 不在椭圆的上下顶点，

又

∴

，

∴ ，

∴ ， ， 三点共线．

综上所述， ， ， 三点共线．

【标注】【知识点】面积问题；最值问题；共线比例问题；直线和椭圆的位置关系；椭圆的标准方

程

备注：2019-2020学年天津南开区天津市南开中学高二上学期期末第19题13分


