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三角函数综合

一轮整合计划

周期性与对称性之间的关系

“两轴两心四轴心”．

即：有两条竖直对称轴的函数，二倍轴间距为其一个周期；

有两个同一高度的对称中心的函数，二倍中心间距为其一个周期；

既有一条竖直对称轴，又有一个对称中心的函数，中心与轴间距离的四倍为其一个周期．

自对称与互对称的联系与区别

二者从形式上有很多相似之处，例如 和 关于 轴对称，同时 的函数关

于 轴对称．

但， 和 都说明函数 关于直线 对称；

而 与 关于直线 对称， 和 是关于直线 对称！

零点存在定理的内容和注意事项

一般地，如果函数 在区间 上的图象是连续不断的一条曲线，并且有 ，那

么，函数 在区间 内有零点，即存在 ，使得 ．

注意事项：①此为充分非必要条件，也即函数不满足以上条件，仍可能有零点；

②如果函数在区间上具有单调性，则“有零点”可强化为“恰有一个零点”．

一、 与三角函数零点有关的参数求解

1. 三个参数对正弦型函数的图像的影响

对 的图像的影响

函数 的图像，可以看作是把 图像上的各点向左（ ）或向右（

）平移 个单位而得到的．（可简记为“左＋右－”）

如下图中的 ：
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【补充说明】

（1） 的图像与 的图像形状是完全一样的，二者可以通过左右平移变换得到，

称此变换为平移变换或相位变换；更一般的结论：任何平移变换均不会改变图像的形状．

（2）左右平移是针对自变量 本身而言的，因此如果 有一系列诸如负号或者系数的前缀，应该将其提

取之后再进行左右平移．

对 的图像的影响

函数 （ 且 ）的图像，可以看作是把 的图像上各点的横坐标

都缩短（ ）或伸长（ ）到原来的 倍（纵坐标不变）而得到的．

如下图中的 ：

【补充说明】

（1）由上面的变换发现， 可以控制变化函数的“胖瘦”，进而影响函数的周期．

（2） 的图像与 的图像的形状不同，此种变换为横向伸缩变换，也称周

期变换．

（3）推广到一般结论：函数 （ 且 ）的图像，可以看作是把函数 的图像上的点的

横坐标缩短（当 时）或伸长（当 时）到原来的 倍（纵坐标不变）而得到．
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对 的图像的影响

函数 （ 且 ）的图像，可以看作是 的图像上各点的纵坐

标都伸长（ ）或缩短（ ）到原来的 倍（横坐标不变）而得到的．

如下图中的 ：

【补充说明】

（1）由上面的变化发现， 可以控制函数的“高矮”，进而影响函数的振幅．

（2）函数 的值域是 ．

（3） 的大小，反映了曲线纵向波动幅度的大小．

（4） 的图像与 的图像形状不同，此种变换称为纵向伸缩变换，也

叫振幅变换．

（5）推广到一般结论：函数 （ 且 ）的图像，可以看作是把函数 的图像

上的点的纵坐标伸长（ ）或缩短（ ）到原来的 倍（横坐标不变）而得到．

（6）若 ，此时将系数化正有两种处理方法：①通过一步翻折变换（参看必修一《函数的图像》一

讲）将 ②利用诱导公式 将系数化正，如

．系数化正后再实施振幅变换．

2. 函数零点的概念

对于函数 ，我们把使 的实数 的值叫做函数 的零点．

由函数零点的概念可知，函数 的零点就是方程 的实数根，也就是函数 与 轴

的交点的横坐标．

由函数零点的概念可知，函数 的零点就是方程 的实数根，也就是函数 的图像

与 轴交点的横坐标．因此有：

方程 有实数根 函数 的图像与 轴有交点 函数 有零点．

1.
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A.

B.

C.

D.

已知函数 的图象相邻的两个对称中心之间的距离为 ，

若将函数 的图象向左平移 后得到偶函数 的图象，则函数 的一个单调递减区间为（  

）．

【答案】B

【解析】∵ 的两个相邻对称中心之间的距离为 ，

∴ ，

∴ ，则 ，

∴ ，向左平移 后得到 ，

∴ ，

∵ 为偶函数，

∴ ， ，

∵ ，

∴令 得： ，

∴ ，

令 ， ，

得 ， ，

∴ 的单调减区间为 ， ，

∴ 的一个减区间可以为 ．

故选 ．

【标注】【知识点】求正弦型函数的单调区间；正余弦型、正切型函数图象变换

A. B.

C. D.

2. 若函数 在 内的图像恒在 轴下方，则 的取值范围为（   ）．

【答案】C
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【解析】

，

令 ， ，

∴ ，且 是以 为对称轴且开口向下．

（ ） ， 在 轴左侧， ，

取 ；

（ ）当 ，分三种情况讨论：

① ，

，

取 ；

② ，

，

取 ；

③ ，

不合题意，舍去；

综上所述： ，

故选 ．

【标注】【知识点】动轴定区间求值域；用换元法求值域

3. 若函数 在区间 上单调递减，则实数 的取值范围是            ．

【答案】

【解析】 在 上单减，

∴ ．

即 ．

由 得，减区间为 ， ，

∴

又∵ ， ．

∴ ．
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当 ，

∴ ，

∴ ．

与 矛盾．

当 时， ，

∴ ．

∴ ．

又∵ ，

∴ ．

∴答案为 ．

【标注】【知识点】正弦函数的图象和性质

A. B. C. D.

4. 已知函数 且 ，若 在区间 上有最大

值，无最小值，则 的最大值为（　　）．

【答案】D

【解析】函数 且 ，

∴直线 为 的一条对称轴，

∴ ， ，

∴ ， ，

又 ，且 在区间 上有最大值，无最小值，

∴ ，

即 ，

∴ ，

∴当 时， 为最大值．

故选 ．

【标注】【知识点】余弦型函数ω求最值问题
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5. 已知定义在 上的奇函数，满足 ，且当 时， ，函数

在区间 上的所有零点之和为            ．

【答案】

【标注】【知识点】利用函数图象研究方程根的分布问题（图象与零点综合）；函数零点的概念；

对称性

A. B.

C. D.

6. 已知函数 部分图象如图所示，且 ，对不同

的 ， ，若 ，有 ，则（   ）．

【答案】B

【解析】由题意，从图看出 ， ， ， ，

可知 ， 关系函数的对称轴是对称的．即 是其中一条对称轴，且

，

∴函数 ，可得： ，

可得： ， ， ①，

∵ ，

∴函数 ，

可得： ，或 ， ， ②．

令 ，由①②解得： ，或 ，

∵ ，

∴ ．

故选 ．
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【标注】【知识点】已知正弦型函数图象求参数值

A.

B.

C.

D.

7. 已知函数 的零点构成一个公差为 的等差数列，把函数 的图

象沿 轴向右平移 个单位，得到函数 的图象．关于函数 ，下列说法正确的是（   ）．

在 上是增函数

其图象关于直线 对称

函数 是偶函数

在区间 上的值域为

【答案】D

【解析】 ，

由函数 的零点构成一个公差为 的等差数列，

则周期 ，即 ，

即 ，

把函数 的图象沿 轴向右平移 个单位，得到函数 的图象，

则 ，

当 ，

即 ，

是减函数，

故 在 为减函数，

当 ，

即 ， 其图象关于直线 对称，

且为奇函数，

故选项 ， ， 错误；

当 时， ，函数 的值域为 ，

故选项 正确．

故选 ．

【标注】【知识点】等差中项；正弦型函数与零点综合问题；正余弦型、正切型函数图象变换

【素养】数学运算；直观想象

8.



9

A. B.

C. D.

已知函数 在

上单调递增，且 ，则实数 的取值范围为（  ）．

【答案】C

【解析】函数

．

∵函数 在 上单调递增，

∴函数的最大值为 ，

若 恒成立，

则函数的最大值为 恒成立，

而 ．

∴只要 ．

故选 ．

【标注】【素养】逻辑推理

【知识点】正弦函数的图象和性质

A. B.

C. D.

9. 将函数 的图象向右平移 个单位后得到函数 的图象，若对满足

的 ，有 ，则 （   ）．

【答案】D

【解析】由题意可得， 由 平移得到，两函数周期为 ，最小值为 ，最大值为 ，若需满

足 ，则 ，或 ，

若 ，可以得到 和 两函数峰值间距为 ，

∴ ．

故选： ．
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【标注】【知识点】正弦函数的图象和性质

A.

B.

C.

D.

10. 设函数 ， ，其中 ， ．若 ， ，且

的最小正周期大于 ，则（   ）．

，

，

，

，

【答案】A

【解析】由 的最小正周期大于 ，得 ，

又 ， ，得 ，

∴ ，则 ，即 ．

∴

∴由 ，得 ．

∴ ， ．

取 ，得 ．

∴ ， ．

故选 ．

【标注】【知识点】正弦型函数的图象与性质；正弦函数的图象和性质

11. 已知 ， 分别是函数 图象上相邻的最高

点和最低点，则             ．

【答案】

【解析】∵函数过点 ， ，

，

∴ ，

∴ ，

∴ ，
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将 代入， ，

∴ ，

， ，

∵ ，

∴ ，

∴ ．

故答案为： ．

【标注】【素养】数学运算；直观想象

【知识点】已知正弦型函数图象求参数值

12. 函数 的定义域为 ，则其值域为            ．

【答案】

【解析】当 时， ，

该函数在 上为减函数，则 ；

由 ，可知 为偶函数，

∴当 时， ．

∴函数 的值域为 ．

故答案为： ．

【标注】【知识点】用单调性观察法求值域；利用定义判断函数奇偶性；单调性

函数 的图像可以看做将函数 的图像上的所有的点向左（当 时）或

向右（当 时）平移 个单位而得到．

A.

B.

C.

13. 已知函数 ，若函数 在区间 内没有零

点，则 的取值范围是（  ）．
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D.

【答案】C

【解析】 ，

令 可得 ， ，

令 解得 ，

∵函数 在区间 内没有零点，

∴区间 内不存在整数，

又 ，

∴ ，

又 ，

∴ 或 ，

∴ 或 ，

解得 或 ．

故选 ．

【标注】【知识点】正弦型函数ω求最值问题

14. 设函数 （ 是常数， ， ）． 在区间 上具有单调

性， ，则 的最小正周期为                    ．

【答案】

【解析】函数 在区间 上具有单调性，

且 ，

则 ，

且函数的图象关于直线 对称，

且一个对称点为 ．

可得 且 ，

求得 ，

∴ 的最小正周期为 ．
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【标注】【知识点】求正弦型函数的周期

15. 设常数 使方程 在闭区间 上恰有三个解 ，则       

               ．

【答案】

【解析】原方程可变为 ，

设 ，如图作出函数 的图象，

再作直线 ，从图象可知函数 在 上递增，

在 上递减，在 上递增，

只有当 时，直线 与函数 ， 的图象有三个交点，

， ， ，

所以 ．

【标注】【知识点】正弦型函数与零点综合问题

A. B. C. D.

16. 函数 的最大值与最小值之差为（  ）．

【答案】A

【解析】由 得 ，

所以，当 时， 取最大值 ，

当 时，  取最小值 ，

所以 的最大值与最小值之差为 ，选 ．

【标注】【知识点】正弦函数的图象和性质
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17. 方程 在区间 上的所有的解的和等于            ．

【答案】

【解析】解：原方程可变形为 ，即 ，由于 ，所以

．

【标注】【知识点】辅助角公式；零点、交点、根的等价转化；函数零点的概念

A. B. C. D.

18. 已知函数 ，在曲线 与直线 的交点中，若相

邻交点距离的最小值为 ，则 的最小正周期为（   ）．

【答案】C

【解析】方法一：

方法二：

．

令 ，则 或 ， ．

则 ，故 ，最小正周期为 ．

，由 ，得

，设 分别为距离最小的相邻交点的横坐标，则

， ，两式相减，得

，所以 ，故 的最小正周期为 ．

故选 ．

【标注】【知识点】正弦函数的图象和性质

二、 三角恒等变换的综合应用

（1）定义域： ．

（2）值域： ．

（3）最小正周期： ．

（4）单调性：① ，增区间： ；

减区间： ．

② ，增区间： ；
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减区间： ．

（5）对称性：对称轴 ；对称中心 ．

1. 和角公式与差角公式

（1） ;

（2） ;

（3）

变形式 ．

2. 二倍角公式

（1） ;

变形式 ．

（2） ;变形式 ；

．

（3） ．

3. 辅助角公式

，

其中 所在的象限由 、 的符号确定， 角的值由 确定．

4. “1”的代换技巧

； ， ， ．

x

y

–1

1

O

（ 1 ）

（ 2 ）

19. 已知函数 （ ， ， ， ）部分图象如图所示．

求 的最小正周期及解析式．
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将函数 的图象向右平移 个单位长度得到函数 的图象．求函数 在区间

上的最大值和最小值．

【答案】（ 1 ）

（ 2 ）

， ．

， ．

【解析】（ 1 ）

（ 2 ）

由图可知， ， ，

∴ ，

∴ ，

时， ，

∴ ，

∵ ，

∴ ，

∴ ．

由（ ）知 ，

向右平移 个单位，得到：

，

，

∵ ，

∴ ，

∴当 时， 有最大值为 ，

当 时， 有最小值为 ．

【标注】【知识点】已知正弦型函数图象求参数值；求固定区间正弦型函数值域；正弦函数的图象

和性质；正余弦型、正切型函数图象变换

（ 1 ）

（ 2 ）

20. 已知函数 ， ．

求 的零点；

求 的最大值和最小值．

【答案】（ 1 ）

（ 2 ）

或

的最大值为

最小值为



17

【解析】（ 1 ）

（ 2 ）

令 ．得 ，所以 或

由 ， ，得 ，

由 ， ，得 ，

综上，函数 的零点为 或 ．

化简

得 ，

因为 ，所以 ，

当 ，即 时， 的最大值为 ，

当 ，即 时， 的最小值为 ．

【标注】【知识点】函数的零点

（ 1 ）

（ 2 ）

（ 3 ）

21. 已知函数 ．

求 函数图像的对称轴方程；

求 的单调增区间；

当 时，求函数 的最大值，最小值．

【答案】（ 1 ）

（ 2 ）

（ 3 ）

函数图像的对称轴方程为

的单调增区间为 ；

的最大值为 ，最小值为 ．

【解析】（ 1 ）

（ 2 ）

（ 3 ）

∵ ，

∴由 得：

， ，

∴ 的单调增区间为： ．

，所以

，

所以 的最大值为 ，最小值为 ．

【标注】【知识点】求固定区间正弦型函数值域；求正弦型函数的单调区间
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（ 1 ）

（ 2 ）

22. 已知函数 ， ．

求 的最小正周期及 取得最大值时 的集合；

证明：函数 的图象关于直线 对称．

【答案】（ 1 ）

（ 2 ）

， ．

证明见解析．

【解析】（ 1 ）

（ 2 ）

∵

，

∴ 的最小正周期 ．

当 ， ，

即 时， 取得最大值．

由（1）知 ，

则其图象的对称轴为直线

， ，

即 ， ．

当 时， ，

∴函数 的图象关于直线 对称．

【标注】【知识点】二倍角的正弦；正弦函数的图象和性质

（ 1 ）

（ 2 ）

23. 已知函数 ．

求 的最小正周期及单调递减区间；

若 在区间 上的最大值与最小值的和为 ，求 的值．

【答案】（ 1 ）

（ 2 ）

．单调递减区间是 ．

．

【解析】（ 1 ）  ．

所以 ．

由 ，

得 ．

故函数 的单调递减区间是 ．



19

（ 2 ）因为 ，

所以 ．

所以 ．

因为函数 在 上的最大值与最小值的和

，

所以 ．

【标注】【知识点】二倍角公式化简求值综合运用；求固定区间正弦型函数值域

24. 已知 的内角 且 ，若函数 ，求 的最大

值．

【答案】最大值是 ．

【解析】 ，

当 ，即 时， 有最大值是 ．

【标注】【知识点】辅助角公式；求固定区间正弦型函数值域；正弦函数的图象和性质

（ 1 ）

（ 2 ）

25. 已知函数  其中 ．

求函数 的值域．

若函数 的图象与直线 的两个相邻交点间的距离为 ，求函数 的单调增区间．

【答案】（ 1 ）

（ 2 ）

值域为 ．

单调增区间为 ．

【解析】（ 1 ）

（ 2 ）

所以函数 的值域为

由  ，得

所以

由

得 ，
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所以函数 的单调增区间为 ．

【标注】【知识点】求单调区间

【知识点】用图象法求值域

【素养】数学运算

（ 1 ）

（ 2 ）

26. 已知：向量 ， ，函数 ．

求函数 的最小正周期及最值；

将函数 的图象纵坐标不变，横坐标伸长为原来的 倍后，再向左平移 得到函数

，判断函数 的奇偶性，并说明理由．

【答案】（ 1 ）

（ 2 ）

最小正周期为 ，最小值为 ．

偶函数，理由见解析．

【解析】（ 1 ）

（ 2 ）

函数

，

故函数 的最小正周期为 ，最小值为 ．

将函数 的图像纵坐标不变，横坐标伸长为原来的 倍后，

得到函数 的图像，再向左平移

得到函数 的图像，

故函数 ，定义域为 ，

因为 ，

故函数 是偶函数．

【标注】【知识点】正余弦型、正切型函数图象变换；求固定区间正弦型函数值域

（ 1 ）

（ 2 ）

27. 已知函数 （ ）的最小正周期为 ．

求 的值．

求函数 在区间 上的取值范围．

【答案】（ 1 ）

（ 2 ）

．

．
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【解析】（ 1 ）

（ 2 ）

．

因为函数 的最小正周期为 ，且 ，所以 ，解得 ．

由（1）得 ．

因为 ，所以 ，所以 ，

因此 ，即 的取值范围为 ．

【标注】【知识点】二倍角的正弦；二倍角的余弦；求固定区间正弦型函数值域

（ 1 ）

（ 2 ）

28. 设函数

求 的最小正周期．

设函数 对任意 ,有 ,且当 时, ,求 在

区间 上的解析式．

【答案】（ 1 ）

（ 2 ）

．  

．

【解析】（ 1 ）

（ 2 ）

函数 ，

函数的最小正周期为 ．

当 时 ．

当 时,

, ．

当 时, ,

．

在区间 上的解析式： ．

【标注】【知识点】已知正弦型函数性质求解析式；倍角、和差角公式综合

（ 1 ）

（ 2 ）

29. 已知函数 ．

求函数 的单调递增区间．

若将 的图象向左平移 个单位，得到函数 的图象，求函数 在区间 上的最

大值和最小值，并求出取得最值时的 值．
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【答案】（ 1 ）

（ 2 ）

， ．

时，函数取得最小值为 ．

时，函数取得最大值为 ．

【解析】（ 1 ）

（ 2 ）

函数

，

令 ，求得 ，可得函数的

增区间为

， ．

若将 的图象向左平移 个单位，得到函数

的图象，

在区间 上，  ，故当 时，即 时，函

数取得最小值为 ．

当 时，即 时，函数取得最大值为 ．

【标注】【知识点】求正弦型函数的单调区间；求固定区间正弦型函数值域

（ 1 ）

（ 2 ）

30. 已知函数 ， ．

求 的最小正周期和值域．

若 （ ）为 的一个零点，求 的值．

【答案】（ 1 ）

（ 2 ）

最小正周期 ，值域为： ．

．

【解析】（ 1 ）

（ 2 ）

函数 ，

化简可得：

．

∴ 的最小正周期 ，值域为： ．

令 ，可得 ．
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∵ ，

∴ ，

．

那么：

．

【标注】【知识点】倍角、和差角公式综合；求固定区间正弦型函数值域


