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03基本不等式1

1. 基本不等式的来源及常见形式

1.算术平均数与几何平均数

对于给定的两个正数

算术平均数：_________________

几何平均数：_________________

【备注】【答案】算术平均数： ；几何平均数：

2.均值不等式/基本不等式（均值定理）

①语言表述：两个正实数的算术平均数  不小于  它们的几何平均数

②公式表述：设 ，

           

          当且仅当 ，即 时，等号成立．

【备注】【教师备注】进一步，我们可以由基本不等式得到如下的结论：
（1）两个正数的积为常数时，它们的和有最小值；
（2）两个正数的和为常数时，它们的积有最大值．

3.正数形式

如果 ， 是正数，那么__________________________，当且仅当 时，有等号成立．

此结论又称均值不等式或基本不等式． 　

【备注】【答案】

4.负数形式

如果 ， 都为负数时，_______________________．当且仅当 时，有等号成立．

【备注】【答案】

5.常用乘积形式

__________________________________

【备注】
【答案】
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6.均值不等式需要注意三个方面：

一正二定三相等

【备注】【教师备注】
“一正”：不等式中的各项必须都是正数，在异号时不能运用均值不等式，在同负时可以先
进行转化，再运用均值不等式；

“二定”：求积xy最大值时，应看和x+y是否是定值；求和x+y最小值时，看xy是否为定值．
“三相等”：只有具备了均值不等式中等号成立的条件，才能使代数式取到最大或最小值．
否则不能通过均值不等式求最值．

一般结论：

即：平方平均数 算术平均数 几何平均数 调和平均数

2. 一个参数的均值考查形式

形如  对勾函数模型

的性质和图象：

①定义域：________________________________________

②值域：________________________________________

③单调性：________________________________________

                  ________________________________________

④奇偶性：________________________________________

⑤图象：

【备注】【答案】①定义域：

       ②值域：

       ③单调性：在 上单调递增；在

上单调递减

      ④奇偶性：奇函数
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直接套用基本不等式

【备注】【教师备注】一个参数的问题相对比较容易，大多数都是直接使用基本不等式或者是分式
型不等式，注意条件和换元就可以了

1. 已知 ，则 有最            值为            ．

【答案】大 ; 

【解析】∵ ，

∴ ，

∴ ，

∴ ，

∴ ，

∴ 有最大值为 ，

当且仅当 时取得最大值．

【标注】【知识点】利用基本不等式求最值

（ 1 ）

（ 2 ）

2. 解答下列各题：

若 ，求 的最小值．

若 ，求 的最大值．

【答案】（ 1 ）

（ 2 ）

．

．

【解析】（ 1 ）

（ 2 ）

∵ ，

∴ ，

当 时“ ”取得．

∵ ，

∴ ， ，

∴ ，

∴ ，

当 时“ ”取得．

【标注】【知识点】基本不等式的实际应用；利用基本不等式求最值
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3. 已知实数 ，则 的最大值是            ．

【答案】

【解析】∵ ，

∴ ，

∴ ，

∴ ，

当且仅当 时取得最大值．

【标注】【知识点】利用基本不等式求最值

4. 设 ，求函数 的最大值，并求相应的 值．

【答案】当 时取得最大值 ．

【解析】∵ ，

∴ ，

，

∴ ，

当 即 时“ ”取得．

【标注】【知识点】利用基本不等式求最值；基本不等式的实际应用

配凑法（加减常数）

5. 求下列函数的最值．

求函数  的最小值．

【答案】（ 1 ）

【解析】（ 1 ）∵ ，

∴ ，

，
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当且仅当 时取得最小值．

【标注】【知识点】利用基本不等式求最值；倒数和形式

6. 若 ，则函数 取最小值时对应的 的值为            ．

【答案】

【解析】

．

当且仅当 即 时等号成立．

【标注】【知识点】利用基本不等式求最值

【素养】逻辑推理；数学运算

7. 若 ，则 的最小值是            ，此时             ．

【答案】  ; 

【解析】∵ ，

∴ ，

当且仅当 时等号成立，

解得 或 （舍去），

∴ ， 的最小值为 ，此时 ．

【标注】【知识点】利用基本不等式求最值

8. 已知函数 ．

若 ，求 的最小值，并指出此时 的值．

【答案】（ 1 ） ， ．

【解析】（ 1 ）∵ ，

∴ ，
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，

当 时，即 时取得最大值．

【标注】【知识点】分式不等式；配凑法求最值；利用基本不等式求最值

A. B. C. D.

9. 已知函数 ，当 时， 取得最小值 ，则 （   ）．

【答案】C

【解析】∵ ，

∴ ，

∴

，

当且仅当 时取等号．

∴ ， ，

∴ ．

故选 ．

【标注】【知识点】基本不等式的实际应用；基本不等式成立的条件；利用基本不等式求最值

10. 已知函数 ，则 的最小值为            ．

【答案】

【解析】

，

当且仅当

即 时取等，

故答案为： ．
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【标注】【知识点】基本不等式成立的条件；基本不等式的概念；利用基本不等式求最值

【素养】数学运算

分式型——二次比一次

11. 已知 ，则函数 的最小值为            ．

【答案】

【解析】 ， ，

当且仅当 时取得最小值 ．

故答案为： ．

【标注】【知识点】利用基本不等式求最值；基本不等式的实际应用

12. 已知 ，求 的最小值．

【答案】 ．

【解析】设 ，

∵ ，

∴ ，

即 ，

．

【标注】【知识点】基本不等式的实际应用；利用基本不等式求最值

13. 设 ，则 的值域为            ．

【答案】

【解析】令 ， ，

当 时，  ，

当 时，  ，

在 递增，在 递减，

∴ 的值域为 ．
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【标注】【素养】数学运算

【素养】逻辑推理

【知识点】基本不等式的实际应用

【知识点】用分离常数法求值域

【方法】分离常数法

14. 解答下列问题：

求函数 （ 且 ）的最小值．

【答案】（ 1 ） ．

【解析】（ 1 ）法一；

，

∵ ， ，∴ ，

∴上式 ，

当且仅当 ，即 或 （舍去）时等号成立，

∴ ．

法二：

令 ，则 ， 入函数表达式得：

，

∵ ， ∴上式 ，

当且仅当 ，即 或 （负值舍去）等号成立．此时

．

故答案为： ．

【标注】【知识点】用换元法求值域

分式型——二次比二次

15. 函数 的值域是            ．

【答案】

【解析】函数 ，

当 时， ；
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当 时， ，

当且仅当 时取得最大值 ；

当 时， ，

当且仅当 时取得最小值 ．

则函数 的值域是 ．

【标注】【知识点】基本不等式的实际应用

【知识点】用分离常数法求值域

【素养】逻辑推理

【素养】数学运算

【方法】分离常数法

3. 两个参数的均值考查形式

直接使用基本不等式

A. B. C. D.

16. 若 ，则 的最小值为(　　)

【答案】A

【解析】解： ， ，

当且仅当 ，即 时取等号．

故选：A．

【标注】【知识点】利用基本不等式求最值

17. 已知 、 ，且 ，则 的最小值为          ．

【答案】

【解析】解：由 、 ，且 ，

可得 ，

则 ，

当且仅当 ，即 时取等号．
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故答案为： ．

【标注】【知识点】利用基本不等式求最值

18. 已知 ， ．若 恒成立，则实数 的取值范围是          ．

【答案】

【解析】解： ， ． (当且仅当 时取“ ”)．

若 恒成立，则 ，解得 ．

【标注】【知识点】利用基本不等式求最值

知和求积

A. B.

C. D.

19. 已知 ， ， ，则 的最大值为（   ）．

【答案】B

【解析】∵ ， ，

∴ ，

∴ ，

∴ ，

∴ ．

故选： ．

【标注】【知识点】利用基本不等式求最值

20. 已知 ， ，且满足 ，则 的最大值为            ．

【答案】

【解析】∵ ， ，

∴ ．

∴ ．
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【标注】【知识点】基本不等式的实际应用；利用基本不等式求最值

21. 若 、 ，且 ，则 的最大值为            ．

【答案】

【解析】 ， ，

即 ，当且仅当 时取等号．

那么： ，

可得： ，

∴ 的最大值为 ．

故答案为： ．

【标注】【知识点】基本不等式的概念；利用基本不等式求最值

1的代换

【备注】【教师备注】也即调和形式

【示例】已知 ， 为常数，求 （ 为大于 的常数）的最小值．

【解法】采用的是整体代换的思想

 

 

 

【备注】【教师备注】

22. 已知 ， ， ，则 的最小值为            ．

【答案】

【解析】 ， 则

， 当且仅当
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时取等号．故答案为： ．

【标注】【知识点】利用基本不等式求最值；基本不等式的实际应用；倒数和形式；基本不等式成

立的条件

23. 求下列函数的最值．

若正数 ， 满足 ，求 的最小值．

【答案】（ 1 ） ．

【解析】（ 1 ）∵ ，

∴ ，

即 ，

∴

，

当且仅当 时，

等号成立，

∴ 的最小值为 ．

【标注】【知识点】倒数和形式；利用基本不等式求最值；基本不等式成立的条件；基本不等式的

实际应用

24. 若直线 经过点 ，则 的最小值是            ．

【答案】

【解析】∵ 过 ，

∴ ，

，

∴ ，

故答案为 ．

【标注】【知识点】基本不等式成立的条件；利用基本不等式求最值

25. 已知 ， ，且 ，则 的最大值是            ．
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【答案】

【解析】∵

，

∴ ，

当且仅当 时，即 时，等号成立．

【标注】【知识点】基本不等式的实际应用；倒数和形式

A. B. C. D.

26. 对于使 成立的所有常数 ，我们把 的最小值称为  的上确界．若

，且 ，则  的上确界为（   ）．

【答案】A

【解析】∵

，

当且仅当 ，时取等号，

故 ，

∴ 的上确界为 ，

故选 ．

【标注】【特色题型】新定义

【素养】数学抽象；数学运算

【知识点】已知等式关系求最值；函数的新定义问题

，

加减常数——1的代换

A. B. C. D.

27. 已知正数 ， 满足 ，则  的最小值为（   ）．
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【答案】C

【解析】∵ ，

∴ ．

∴

．

当且仅当 ，即 （即 ）时取等．

故答案为 ．

【标注】【知识点】基本不等式的实际应用；利用基本不等式求最值；基本不等式成立的条件

28. 求下列函数的最值．

设 ， ，若 ，求 的最小值．

【答案】（ 1 ） ．

【解析】（ 1 ）∵ ，

∴ ，

∴

，

当且仅当 ，即 ， 时，等号成立，

∴ 的最小值为 ．

【标注】【知识点】倒数和形式；利用基本不等式求最值；基本不等式成立的条件；基本不等式的

实际应用

A. B. C. D.

29. 已知 ， 均为正实数，且 ，则 的最小值为（   ）．

【答案】C
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【解析】∵ ， 均为正实数，且 ，

则

，

当且仅当 时取等号，

∴ 的最小值为 ．

故选 ．

【标注】【知识点】基本不等式的实际应用；利用基本不等式求最值

30. 若函数 ( 为大于 的常数)在 上的最小值为 ，则实数 的值为            ．

【答案】

【解析】由 ，可得 ，

即有 ，

当且仅当 ，即 处取得最小值，且最小值为 ，

由题意可得 ，解得 ．

【标注】【知识点】基本不等式的概念


