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第四讲-不等式证明（一）

1. 知识梳理

 

一、 运用导数构造证明不等式

1. 真题分析

1. 已知函数 的最小值为 ，其中 ．

证明 ．

2. 思路总结

运用导数构造证明不等式问题是高考数学导数大题中综合性较强的题型，其综合考察了导数的构造、数

列的放缩、求和等知识内容，常规步骤如下：

①借助题目中的直接结论或者间接证明结论构造函数，运用导数知识，将函数的最值不等式转化为两个

函数的大小关系的不等式；

②通过直接拆分或者放缩法将不等式右侧的函数进行拆分；

③根据题目要求的求和项数，将延伸的等项不等式组进行累加；

④累加后合并整理，从而证明不等关系．

3. 模拟演练

2. 已知函数 ， （其中 是自然对数的底数，

）．
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（ 1 ）

（ 2 ）

若函数 在 恒成立，求实数 的取值范围．

求证：对任意正整数 ，都有 ．

（ 1 ）

（ 2 ）

3. 已知函数 ， ．

若 在 上恒成立，求正数 的取值范围．

证明：  ．

二、 极值点偏移

1. 真题分析

（ 1 ）

（ 2 ）

（ 3 ）

4. 已知函数 ， ，已知函数 有两个零点 ，且 ．

求 的取值范围；

证明： 随着 的减小而增大；

证明： 随着 的减小而增大．

2. 思路总结

极值点偏移

若函数 在 时取得极值点，则称 为函数 的极值点．二次函数 的

极值点为 ，作直线 与函数 交于 ， 两点，则 的中点为

．对于二次函数，极值点为 ，此时认为极值点居中，没有偏离中点，然而很多

极值点，由于极值点的左右的“增减速度”不同，函数图象不具有对称性，常常有极值点 的

情况，出现了极值点的左右偏移．这类问题在历年的高考与模拟题中屡见不鲜，由于 ， ， 往往不

易求出，故这类问题难度较大．

对称化构造

对于有关“ ”的不等式题，一般我们采取对称化构造．若 ，即 ​，可以把
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， 转化为函数的一个单调区间上，利用函数的单调性加以证明．

齐次化构造

对于有关“ ”的不等式题，一般我们采取齐次化构造．若 或 ​，通过已知条件，可

将关于 ， 的式子用关于 的式子表示，于是构造新的函数 ，故将问题转化为研究 的性质，简

化变量，解决问题．

3. 模拟演练

（ 1 ）

（ 2 ）

（ 3 ）

（ 4 ）

5. 已知函数 有两个不同的零点 ， ，其极值点为 ．

求 的取值范围．

求证： ．

求证： ．

求证： ．

6. 已知函数 ， ．

记 ，如果 ， 是函数 的两个零点，且 ， 是

的导函数，证明： ．

7. 设函数 ．

当 时，令 ， ，若 与 的图象有两个交点

， ，求证： ．

三、 双变量整体换元

1. 真题分析

8. 已知函数 （ ）， 为 的导函数．

当 时，求证：对任意的 ， ，且 ，有

．

2. 思路总结

一般而言对于函数中含有对数式的情形我们用 整体换元，对于含有指数式的式子，我们采用

整体换元，从而实现消元的目的。
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3. 模拟演练

9. 设函数 ．若曲线 在点 处的切线方程为 （ 为自然

对数的底数）．

若 ，试比较 与 的大小，并予以证明．

10. 已知函数  ，  ．  ，  为自然对数的底数．

设  ，  ，且  ，求证： ．

（ 1 ）

（ 2 ）

11. 已知函数 的极小值为 ．

求 的值．

任取两个不等的正数 ， ，且 ，若存在正数 ，使得 成

立，求证： ．


