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导数综合（二）

一、 极值点与零点相关不等式

1. 典型例题

构造函数

1. 已知函数 ．

若 有两个零点 ， ，求证： ．

【答案】（ 1 ）证明见解析．

【解析】（ 1 ）先证 ．

依题设，有 ，于是 ．

记 ， ，则 ，故 ．

于是 ， ，

记函数 ， ．

因为 ，故 在 上单调递增．

于是 时， ．

又 ，所以 ．

再证： ．

因为 ，

故 ， 也是 的两零点．

由 ，得 （记 ）．

仿（ ）值 是 的唯一最大值点，故有 ．

记函数 ，

则 ，

故 在 上单调递增．

故当 时， ；

当 时， ．
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于是 ．

整理，得 ，

即 ，

同理， ，

故 ，

，

于是 ．

综上， ．

【标注】【知识点】已知零点或根情况求参数范围；利用导数求函数的零点及个数；双变量问题；

通过构造函数证明不等式；导数与单调性；导数与最值；函数零点的概念

备注：2018~2019学年4月天津河西区天津市新华中学高三下学期月考理科第20题14分

2. 已知函数 ， ．

若 ，且 ，证明： ．

【答案】（ 1 ）证明见解析．

【解析】（ 1 ）∵ ，

由（ ）得 在 ，

且 ．

不妨设 ，即 ，

∵ 在 ，

∴ ．

又∵ ．

即证 ，

构造函数

．

，

∵ ，

∴ ， ．
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即 ．

∴ 在 ， ．

∵ ．

∴ ．

即 ．

∴ 成立．

【标注】【知识点】导数与最值

备注：2019~2020学年3月天津河西区天津市实验中学高三下学期周测

构造齐次型进行消元

3. 已知函数 ．

若函数 有两个零点 ， ，证明 ．

【答案】（ 1 ）证明见解析．

【解析】（ 1 ）不妨设 ，由 ，

得 ，

即 ，

所以

，

设 ，则 ， ，

设 ，则 ，

则函数 在 上递减，

所以 ，从而 ，

即 ．

【标注】【知识点】双变量问题；求函数极值（含参一次型导函数）
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4. 已知函数 ， ．

记 ，如果 ， 是函数 的两个零点，且 ， 是

的导函数，证明： ．

【答案】（ 1 ）证明见解析．

【解析】（ 1 ）由题意知，

，

， ，

两式相减，整理得 ，

所以 ，又因为 ，

所以

，

令 ， ，

则 ，

所以 在 上单调递减，故 ，

又 ， ，所以 ．

【标注】【知识点】利用导数证明不等式恒成立问题；通过构造函数证明不等式；双变量问题；利

用导数求函数的单调性、单调区间；已知单调性求参数的取值范围；函数零点的概念

备注：2018~2019学年11月天津东丽区天津一中滨海学校高三上学期月考理科第20题14分

5. 设函数 ．

在 的条件下，证明： （ 为函数 的导函数）．

【答案】（ 1 ）证明见解析．

【解析】（ 1 ）由 得 ，

两式相减得， ，
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解得： ，

令 ，

则 ，

设 ，

则 ，

所以 在 上单调递减，

则有 ，而 ，

所以 ，

由 知， ， 均为正数，

所以有 ，

因为 单调递增，

所以 ，

所以 ，

故 ．

【标注】【知识点】通过构造函数证明不等式；已知零点或根情况求参数范围；导数的几何意义；

求在某点处的切线方程

备注：2019~2020学年3月天津西青区天津市西青区杨柳青第一中学高三下学期月考第20题16分

利用零点处切线进行放缩

（ 1 ）

（ 2 ）

6. 已知函数 ( )，其中 ， .

设曲线 与 轴正半轴的交点为 ，曲线在点 处的切线方程为 ，求证：对于

任意的正实数 ，都有 ；

若关于 的方程 ( 为实数)有两个正实根 、 ，求证： ．

【答案】（ 1 ）

（ 2 ）

证明见解析

答案见解析

【解析】（ 1 ）证明：设点 的坐标为 则 ， ，

曲线 在点 处的切线方程为 ，即

．

令 ，
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（ 2 ）

即 ，则 ．

由于 在 上单调递减，故 在 上单调递减，

又因为 ，所以当 时， ，

当 时， ，所以 在 内单调递增，在 上单

调递减，

所以对于任意的正实数 ，都有 ，

即对于任意的正实数 ，都有 ．

证明：不妨设 ，由（Ⅱ）知 ，设方程 的

根为 ，

可得 ，当 时， 在 上单调递减，

又由（Ⅱ）知 ，可得 ．

类似地，设曲线 在原点处的切线方程为 ，可得 ．

当 ， ，即对于任意的 ，

．

设方程 的根为 ，可得 ．因为 在 上单调递

增，

且 ，因此 ．

由此可得 ．

因为 ，所以 ，故

．

所以， ．

【标注】【知识点】求函数单调区间（含参指对型导函数）；利用导数解决不等式恒成立问题；利

用导数求单调性证不等式

备注：2015年高考真题天津卷理科第20题

确定零点、极值点以及特殊点的大小关系进行放缩

7. 已知函数 ．

若函数 有两个零点 ， ，证明 ．

【答案】（ 1 ）证明见解析．

【解析】（ 1 ）若函数 有两个零点，由 ，可得 ，
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则 ，此时 ，由此可得 ，

故 ， 即 ，

又因为 ， ，

所以 ，

所以 ．

【标注】【知识点】函数零点存在定理；利用导数求函数的最值；双变量问题

备注：2020年天津河西区天津市第四中学高三下学期高考模拟（4月）第20题16分

利用极值点间的关系进行消元

8. 已知函数 （ ）．

若 由两个极值点 ， ，证明： ．

【答案】（ 1 ）证明见解析．

【解析】（ 1 ）由（ ）可知，当且仅当 时，

有两个极值点，分别为 ， ，

且 ， 是方程 的两根，

∴ ， ，

∵

，

设 ， ，

，

∴在 时， 单减，

∴ ，

∴ ，

∴ ．

【标注】【知识点】求函数极值（含参二次型导函数）；通过构造函数证明不等式；利用韦达定理

解决双变量问题
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备注：2018年天津南开区高三一模文科第20题14分

1

2

9. 设函数 ．

若函数 存在两个极值点 ， ，

求实数 的范围．

证明： ．

【答案】 1

2

（ 1 ） ．

证明见解析．

【解析】 1

2

（ 1 ） ，

令 ，得 ．

函数 有两个极值点等价于方程 有两个不同的正根，

设 ，则 ，

解得 ．

所以函数 有两个极值点 ， ，则 ．

，

令 ，得 ．

由 ，得 ，则 ，

所以 ．

，

令 ， ，

所以

．

在区间 上递减， ，

所以 ．

【标注】【知识点】已知极值情况求参数范围；双变量问题；通过构造函数证明不等式

备注：2019年天津河东区高三二模理科第20题
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2. 巩固练习

构造函数

10. 已知函数 有两个零点．

设 ， 是 的两个零点，证明： ．

【答案】（ 1 ）证明见解析.

【解析】（ 1 ）证明：由已知得： ，不难发现 ， ，

故可整理得 ．

设 ，则 ，

那么 ，当 时， ， 单调递减；当

时， ， 单调递增．

设 ，构造代数式：

．

设 ， ，

则 ，故 在 上单调递增，有

．

因此，对于任意的 ， 恒成立．

由 可知 ， 不可能在 的同一个单调区间上，不妨设 ，

则必有 ，

令 ，则有

，

而 ， ， 在 上单调递增，因此

，

整理得 ．

【标注】【知识点】极值点偏移问题；通过构造函数证明不等式；求参数范围（含参指对型导函

数）

构造齐次型进行消元
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11. 设 ，函数 ．

若 有两个相异零点 ， ，求证： ．

【答案】（ 1 ）证明见解析．

【解析】（ 1 ）设 的两个相异零点为 ， ，设 ，

∵ ， ， ，∴ ，  ，

∴ ，  ，

∵ ，故 ，故 ，

即 ，即 ，

设 ，上式转化为 ，

设 ，

∴ ，

∴ 在 上单调递增，

∴ ，∴ ，

∴ ．

【标注】【思想】分类讨论思想

【知识点】双变量问题；通过构造函数证明不等式；求参数范围（含参一次型导函数）

12. 已知直线 是函数 的切线（其中 ）．

若函数 的两个零点为 ， ，证明： ．

【答案】（ 1 ）证明见解析．

【解析】（ 1 ）由题意知函数 ，所以 ，

因为 ， 是函数 的两个零点，

所以 ，相减得 ，

不妨令 ，则 ，则 ，

所以 ， ，

要证 ，

只要证 ，
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只要证 ，

即证 ，

令 ，

，

令 ， ，

对 恒成立，

∴ 在 上单增，

∴ ，

∴ 在 上单增，

∴ ，

即 ，

∴ 在 上单增，

∴ ，即原不等式成立．

【标注】【知识点】二阶导问题；双变量问题；利用导数解决不等式恒成立问题；通过构造函数证

明不等式

1

2

13. 设函数 ．

若函数 有两个零点 ， ．

求满足条件的最小正整数 的值．

求证： ．

【答案】 1

2

（ 1 ） 满足条件的最小正整数 的值为 ．

证明见解析．

【解析】 1（ 1 ） 由（ ）得，函数 有两个零点，

所以 ， 的最小值 ，

即 ，因为 ，

所以 ，

令 ，显然 在 上单增，且 ，

，

所以，存在 ， ，

当 时， ，当 时， ，
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2

所以满足条件的正整数 ，

又当 时， ， ，

，

所以，满足条件的最小正整数 的值为 ．

不妨设 ，于是

，

所以 ，

因为 ，当 时， ，

当 时， ，

故只要证 即可，即证明 ，

即证 ，

即证 ，设 ，

令 ，

则 ，

当且仅当 时， ，所以 在 上单增，

又 ，所以当 ， 总成立，所以原题得证．

【标注】【知识点】利用导数求函数的单调性、单调区间；已知零点或根情况求参数范围；通过构

造函数证明不等式；利用公式和四则运算法则求导；函数零点的概念

利用零点处切线进行放缩

（ 1 ）

（ 2 ）

14. 已知函数 ， ，在 处的切线方程为

．

求 ， ．

若方程 有两个实数根 ， ，且 ，证明： ．

【答案】（ 1 ）

（ 2 ）

， ．

证明见解析．

【解析】（ 1 ）由题意 ，所以 ，

又 ，

所以 ，
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（ 2 ）

若 ，则 ，与 矛盾，故 ， ．

由（ ）可知 ， , ，

设 在 处的切线方程为 ，

易得， ，令 ，

即 ， ，

当 时，

当 时，

设 ， ，

故函数 在 上单调递增，又 ，

所以当 时， ，当 时， ，

所以函数 在区间 上单调递减，在区间 上单调递增，

故 ， ，

设 的根为 ，则 ，

又函数 单调递减，故 ，故 ，

设 在 处的切线方程为 ，易得 ，

令 ，

，

当 时， ，

当 时，

设 ， ，

故函数 在 上单调递增，又 ，

所以当 时， ，当 时， ，

所以函数 在区间 上单调递减，在区间 上单调递增，

，  ，

设 的根为 ，则 ，

又函数 单调递增，故 ，故 ，

又 ，

．

【标注】【知识点】双变量问题；二阶导问题；求参数范围（含参指对型导函数）
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确定零点、极值点以及特殊点的大小关系进行放缩

15. 已知函数 ．

若关于 的方程 恰有两个不同的实根 ，且 ，求证： ．

【答案】（ 1 ）证明见解析．

【解析】（ 1 ）由（ ）可知 在 上 ，在 上 .

由（ ）结论可知，函数 在 处取得极大值 ，

所以，方程 有两个不同的实根 时，必有 ，且

，

所以 ，

由 在 上单调递减可知 ，

所以 .

【标注】【知识点】利用导数求单调性证不等式；直接求函数的单调性（不含参）

利用极值点间的关系进行消元

16. 已知函数 ．

若 存在两个极值点 ，证明： ．

【答案】（ 1 ）证明见解析．

【解析】 方法一：

方法二：

（ 1 ） 由（ ）可知，若 有两个极值点，则 ，且 的两根分别

为 （ ），且满足根与系数的关系 ，易得

， ，

由 ，可得 ，即 ，

若要证 ，只需证 ，即证

，整理得 ，

构造函数 ，求导得

，

因此 在 上单调递减， ，从而

成立，原式得证．
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方法三：

方法四：

由（ ）可知，若 有两个极值点，则 ，且 的两根分别为 （

），且满足根与系数的关系 ，易得

， ，

令

，

若要证 ，只需证 ，即

，

由于 ，上式可转化为

，（※）

构造函数 ，

则 ，故 ，故（※）式成

立，原结论得证．

由（ ）知，当且仅当 时 存在两个极值点．

由于 的两个极值点 ， 满足 ，

所以 ，

不妨设 ，则 ．

由于

，

所以 等价于 ．

设函数 ，则由( )知， 在 上单调递减，

又 ，从而当 时， ，

所以 ，

即 ．

函数 的定义域为 ，

函数的导数 ，

∵ 存在两个极值点 、 ，
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∴ 存在两个零点 、 ，

∴ 存在两个根 、 ，

∴ 存在两个根 、 ，

∴ ， ，

∵

，

∴ ，

∴欲证 ，即证 ，

由 不等式可知 ，

又 ，

∴ ，即 ，

证毕．

【标注】【知识点】利用韦达定理解决双变量问题；已知极值情况求参数范围

17. 已知函数 ， 为常数．

若函数 有两个极值点 ， ，且 ，求证： ．

【答案】（ 1 ）证明见解析．

【解析】（ 1 ）由 知， 有两个极值点，当且仅当 ，

由于 的两个极值点 ， 满足 ，

所以 ， ，则 ，

由于

，

设 ， ，

，

当 时， ，所以 ，

所以 在 上单调递减，

又 ，

所以 ，

即 ．
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【标注】【知识点】利用导数求函数的单调性、单调区间；导数与最值；利用导数证明不等式恒成

立问题；通过构造函数证明不等式；双变量问题；导数与极值

二、 数列相关不等式

1. 典型例题

（ 1 ）

（ 2 ）

18. 已知函数 ， ．

若 在 上恒成立，求正数 的取值范围．

证明：  ．

【答案】（ 1 ）

（ 2 ）

的取值范围为 ．

证明见解析．

【解析】（ 1 ）

（ 2 ）

∵ ， ，则 ，

①当 时，此时

当 ，则 ， 在 上是减函数，

∴在 上存在 ，

使得 ， 在 上不恒成立；

②当 时， ， 在 上成立，

在 上是增函数，

， 在 上恒成立，

综上所述，所求 的取值范围为 ．

由（  ）知当 时， 在 上恒成立，

，

令 ，有 ，

当 时，

令 ，有



18

即 ， ，

将上述 个不等式依次相加得：

，

整理得 ．

【标注】【知识点】利用导数求函数的单调性、单调区间；利用导数证明不等式恒成立问题；通过

构造函数证明不等式

，

备注：2019~2020学年4月天津南开区天津市南大奥宇学校高三下学期月考第20题16分

（ 1 ）

（ 2 ）

19. 已知函数 在 处取得极值.

求实数 的值．

证明： .（参考数据： .）

【答案】（ 1 ）

（ 2 ）

.

证明见解析.

【解析】（ 1 ）

（ 2 ）

，由题意，得 ， 所以 .

， 设 ， 则

，

当 时， ，所以函数 在 上是减函数，

，

所以 .

当 时， ，

所以

 .

原不等式成立.

【标注】【知识点】通过构造函数证明不等式；已知极值情况求函数解析式；导数与最值；函数零

点存在定理；已知零点情况求参数的取值范围

（ ）

（ ）

备注：2018~2019学年2月天津南开区天津市南开中学高三下学期月考理科第20题
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2. 巩固练习

20. 设函数 ．

证明： ．

【答案】（ 1 ）证明见解析．

【解析】（ 1 ）∵

．

∴证明 ．

即证明： ．令 ，

则上述不等式等价于 ， ．

令 ， ．

则 ．

∴函数 在 上单调递增．

∴ ，

∴ ， ．

因此 ．

【标注】【知识点】直接求函数的最值（不含参）；通过构造函数证明不等式；利用韦达定理解决

双变量问题；求函数单调区间（含参二次型导函数）

（ 1 ）

（ 2 ）

21. 已知函数 与 ．

当 时， 恒成立，求实数 的取值范围．

求证： ．

【答案】（ 1 ）

（ 2 ）

．

证明见解析．
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【解析】 方法一：

方法二：

（ 1 ）

（ 2 ）

即 时， ， 时，显然成立；

时，即 ，

令 ，

则 ，

令 ， ，

，

所以 即 ，

所以 在 上单调递减，

所以 ，

故 ．

注意到 时，恰有 ，

令 ，

则 ，

所以 在 恒成立的必要条件为 ，即 ，所以

，

下面证明：当 时，

，

，

令 ，

即 ，

所以 在 递减，

所以 恒成立，即 也是充分条件，故有 ．

不妨设 为 前 项和，则 ，

要证原不等式，只需证 ，

而由（ ）知：当 时恒有 ，

即 当且仅当 时取等号，

取 ，则 ，

即 ，即 ，

即 成立，从而原不等式获证．
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【标注】【知识点】导数的几何意义；已知切线方程求参数；导数与最值；二阶导问题；通过构造

函数证明不等式


