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含参函数的极值与最值

与【极值与最值】一讲的含参函数极值与最值不同，此讲所要掌握的极值与最值问题，都需要分类讨论

做好详细分析，以此求解处出函数的极值与最值、参数的值或取值范围。

一、 含参函数极值问题(需分类讨论）

例1

第一题【教师备注】

在做函数问题时，首先要确定函数的定义域，此题函数定义域为 ；

其次，此题中由于参数 单独在分母的位置上，所以 ,因此在分类讨论时要尤为注意。

此题求解导数为零的解时，要先将导数通分化成分式形式，再对各项分别判断正负；

由于分子是二次函数，且二次项系数不为0，,能因式分解，因此判断两根 和 的大小，只需通

过 的正负即可判断，与此同时，不要忘记分母是 ，所以此题导数的正负实际是判断高次不等式

的正负。

， ）

1. 已知函数 ．

求函数 的极值．

【答案】（ 1 ） 时极小值 ．

时极大值 ．

【解析】（ 1 ）函数 的定义域为 且 ．

令

，

令 ，得到 ， ，

当 时， ， ， 的变化情况如下表：

极小值

所以函数 在 处取得极小值 ．
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当 时，当 变化时， ， 的变化情况如下表：

极小值

所以函数 在 处取得极大值 ．

【标注】【知识点】利用导数解决不等式能成立问题

2. 已知函数 ，（其中常数 ，是自然对数的底数）．

求函数 的极值．

【答案】（ 1 ）当 时，函数 无极值；

若 ，极小值为 ，无极大值；

若 ，极大值为 ，无极小值．

【解析】（ 1 ）由 求导得 ，

①当 时， ，

所以函数 在 上单调递增，因此函数 无极值；

②若 ，令 ，得 ，

当 时， ，当 时， ，

函数 在 上单调递减，

函数 在 单调递增，

所以函数 存在极小值，其极小值为 ，无极大值；

③若 ，令 ，得 ，

当 时， ，当 时， ，

函数 在 上单调递增，

函数 在 单调递减，

所以函数 有极大值，其极大值为 ，无极小值．

【标注】【知识点】求函数极值（含参指对型导函数）；隐零点问题；利用导数解决不等式恒成立

问题
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3. 已知函数 ，（ 为常数， 为自然对数的底）．

若 在 时取得极小值，试确定 的取值范围；

【答案】（ 1 ） ．

【解析】（ 1 ）

．

令 ，得 或 ．

当 ，即 时，

恒成立，

此时 在区间 上单调递减，没有极小值；

当 ，即 时，

若 ，则 ．

若 ，则 ．

所以 是函数 的极小值点．

当 ，即 时，

若 ，则 ．

若 ，则 ．

 此时 是函数 的极大值点．

综上所述，使函数 在 时取得极小值的 的取值范围是 ．

【标注】【知识点】已知极值情况求参数范围

练1

4. 已知函数 ，其中 ．

求函数 的极值．

【答案】（ 1 ） 时，无极值． 时，极大值为 ，无极小值．

【解析】（ 1 ） ，

① 时， 恒成立，

故 在 上单调递增，无极值．

② 时，令 得 ，

令 得 ，
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所以 在 上单调递增，在 上单调递减，

从而 ，无极小值．

【标注】【知识点】求参数范围（含参一次型导函数）；求函数极值（含参一次型导函数）

极大值

5. 已知函数 ．

求 的极大值．

【答案】（ 1 ）当 时， 无极大值．

② 时，极小值 ，极大值是 ．

② 时，极大值 ，极小值是 ．

【解析】（ 1 ） ，

，

① 时， ，此时 无极大值．

② 时， ， ， ．

极大值 极小值

，此时 的极大值是 ．

② 时，

极大值 极小值

．

【标注】【知识点】求函数极值（含参二次型导函数）

二、 含参函数最值问题（需分类讨论）

例1

第六题【教师备注】
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当区间存在开端点时，注意判断最值点能否存在

6. 已知函数 ．

若函数 在区间 上的最小值为 ，求 的值．

【答案】（ 1 ） ．

【解析】（ 1 ）由（1）可知，当 时，函数 在 上恒成立，不符

合题意．

当 时，当 时， ，函数 单调递减，

当 时， ，函数 单调递增．

①当 ，即 时， 的最小值为 ．

解 ，得 ，符合题意．

②当 ，即 时， 的最小值为

，

解 ，得 ，不符合题意．

综上， ．

【标注】【知识点】利用导数解决不等式恒成立问题

第七题【教师备注】

分类讨论判断含参函数的单调性后，注意检验由最值条件解出的参数值是否在分类讨论得到的参数取值

范围内。

7. 若函数 在区间 上取得最小值 ，求实数 ．

【答案】 ．

【解析】先对函数求导，有 ，讨论给定区间内的最（极）值，

可按照函数本身有无极值点、极值点是否在区间内等步骤进行，故可分如下讨论：

①当 时， 恒成立，故函数在 上单调增，即最小值为

，不满足题设要求，舍去；

②当 时，令 ，且易知 在 上单调减，在

上单调增，即是考虑 与区间 的位置关系，故有：
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当 时， ，故函数在 上单调增，即最小值为

，不满足；

当 时，函数在 上单调减，在 上单调增，

故函数的最小值为 ，而 ，故不满

足；

当 时， ，故函数在区间内单调递减，即最小值为

，符合题意，故得．

故答案为： ．

【标注】【知识点】已知最值情况求参数值或解析式

8. 已知 ，其中 ，求 在区间 上的最大值．

【答案】见解析．

【解析】 ，则 ，

解 ，得 ，

所以，在区间 上， 为递减函数，

在区间 上， 为递增函数．

当 ，即 ． 在 上单调递增．

所以 最大值为 ．

当 ，即 时，在区间 上， 为递减函数，

所以 最大值为 ．

当 时，

，解得 ，

所以， ， 最大值为 ．

时， 最大值为 ．

综上所述：当 ， 最大值为 ．

当 时， 的最大值为 ．

【标注】【知识点】求函数最值（含参指对型导函数）

练1
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9. 已知函数 （ ）．

求函数在区间 上的最小值．

【答案】（ 1 ）当 时， 在 上的最小值是 ；

当 时， 在 上的最小值是 ；

当 时， 在 上的最小值是 ．

【解析】（ 1 ） ．

①当 时，在区间 ， ，所以 在 上单调递增，

所以 时， 取得最小值

②当 时，在区间 ， ，所以 在 上单调递

减，

在区间 ， ，所以 在 上单调递增，

所以 时， 取得最小值 ．

③当 时，在区间 ， ，所以 在 上单调递减，

所以 时， 取得最小值 ．

综上所述，当 时， 在 上的最小值是 ；

当 时， 在 上的最小值是 ；

当 时， 在 上的最小值是 ．

【标注】【知识点】直接求函数的极值（不含参）；求函数最值（含参指对型导函数）

三、 含参极值最值问题（需分类讨论）

例1

（ 1 ）

（ 2 ）

（ 3 ）

10. 已知 ，其中 ．

若函数 在 处取得极值，求 的值．

求 的单调区间．

若 在 上的最大值是 ，求 的取值范围．

【答案】（ 1 ）

（ 2 ）

．

当 时， 的单调递减区间是 ， ；
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（ 3 ）

单调递增区间为： ．

当 时， 的单调递减区间是 ， ；

单调递增区间为： ．

当 时， 的单调递减区间是 ．

．

【解析】（ 1 ）

（ 2 ）

函数 的定义域为 ，

，

令 ，解得 ．经过验证满足条件．

令 ，解得 ，或 ．

①当 时， ，

与 的变化情况如表：

减 极小值 增 极大值 减

∴ 的单调递减区间是 ， ；单调递增区间为： ．

②当 时， ， ，

故 的单调递减区间是 ．

③当 时， ，

与 的变化情况如下表：

减 极小值 增 极大值 减

∴ 的单调递减区间是 ， ，单调递增区间为： ．

综上，当 时， 的单调递减区间是 ， ；

单调递增区间为： ．

当 时， 的单调递减区间是 ， ；

单调递增区间为： ．

当 时， 的单调递减区间是 ．
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（ 3 ）由（ ）可知：

①当 时， 在 的最大值是 ，

但 ，

∴ 不合题意；

②当 时， 在 上单调递减，

，可得 在 上的最大值为 ，符合题意．

∴ 在 上的最大值为 时， 的取值范围是 ．

【标注】【知识点】已知最值情况求参数值或解析式；求函数单调区间（含参二次型导函数）

（ 1 ）

（ 2 ）

11. 已知函数 ，

若 在 处取得极大值，求实数 的值；

若 ，求 在区间 上的最大值．

【答案】（ 1 ）

（ 2 ）当 或 时， 在取得最大值 ； 当

时， 取得最大值 ，

当 时， 在 ， 处取得最大值 ，

当 时， 在 处取得最大值 ．

【解析】（ 1 ）

（ 2 ）

，

令 ，得 ，  所以 ， 随 的变化情况如下表：

（ ） （ ） （ ）

极大值 极小值

因为 在 处取得极大值，所以 ．

因为 ，所以 ， 当 时， ，对 成立，

所以当 时， 取得最大值  当 时，在

时， ， 单调递增，

在 时， ， 单调递减，

所以当 时， 取得最大值 ，

当 时，在 时， ， 单调递减，
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所以所以当 时， 取得最大值 ， 当 时，在

时， ， 单调递减，

在 时， ， 单调递增，又 ， ，

当 时， 在 处取得最大值 ，

当 时， 在 处取得最大值 ，

当 时， 在 ， 处取得最大值 ，

综上所述，当 或 时， 在取得最大值 ；

当 时， 取得最大值 ，

当 时， 在 ， 处取得最大值 ，

当 时， 在 处取得最大值 ．

【标注】【知识点】求函数最值（含参二次型导函数）

（ 1 ）

（ 2 ）

12. 已知三次函数 （ ）．

若 是 的极小值点，求实数 的取值范围及函数 的极值．

当 时，求函数 在区间 上的最大值．

【答案】（ 1 ）

（ 2 ）

；极大值 ，极小值 ．

时， ；

时， ．

【解析】（ 1 ）∵ ，

∴

，

∵ 是 的极小值点，

∴ ，

∴

极大值 极小值

∴ ， ．
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（ 2 ）当 时，函数 在 上单增，

，

当 时，

①若 ， 在 上增，在 上减，

∴ ，

②若， 在 上增，在 上减，在 上增，

最大值可能为 ， ，

（i） 时， ；

（ii） 时， ，

综上： 时， ；

时， ．

【标注】【知识点】求函数最值（含参二次型导函数）；已知极值情况求参数范围

练1

（ 1 ）

（ 2 ）

13. 已知函数 在点 处取得极值 ．

求 ， 的值；

若 有极大值 ，求 在 上的最小值．

【答案】（ 1 ）

（ 2 ）

， ．

．

【解析】（ 1 ）

（ 2 ）

因 ，故 ，

由于 在点 处取得极值 ，

故有 ，即 ，

化简得 ，解得 ， ．

由（ ）知 ；

．

令 ，得 ， ．

当 时， ，故 在 上为增函数；

当 时， ，故 在 上为减函数；

当 时， ，故 在 上为增函数．

由此可知 在 处取得极大值 ，
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在 处取得极小值 ．

由题设条件知 ，得 ，

在 上的最小值为 ．

【标注】【知识点】求函数最值（含参一次型导函数）

（ 1 ）

（ 2 ）

14. 设 ，定义在 上的函数 ，在 处取得极大值．

若 ，求 的值．

求函数 在区间 上的最小值（用 表示）．

【答案】（ 1 ）

（ 2 ）当 时， 在 上的最小值为 ；

当 ， 在 上的最小值为 ，

【解析】（ 1 ）

（ 2 ）

求导，得 .

因为函数 在 处取得极大值

所以函数 在区间 上单调递增，在区间 上单调递减，

所以 .

又因为 ，

所以 ，验证知其符合题意.

由（ ），得 ，即 .

所以 ， .

当 时，得当 时， ，

此时，函数 在 上单调递增．这与题意不符.

当 时，

随着 的变化， 与 的变化情况如下表：

极大值 极小值

所以函数 在 ， 上单调递增，在 上单调递减，

由题意，得 ，

所以当 时，函数 在 上的最小值为 ，

当 ，函数 在 上的最小值为 ，
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综上，当 时， 在 上的最小值为 ；当 ， 在

上的最小值为 ，

(或写成：函数 在 上的最小值为 ）．

【标注】【素养】直观想象

【素养】数学运算

【素养】数学抽象

【知识点】利用公式和四则运算法则求导

【知识点】利用导数求函数的单调性、单调区间

【知识点】利用导数确定函数的图象

【知识点】求解函数极值

【知识点】已知极值情况求参数的取值范围

【知识点】利用导数求函数的最值

【知识点】最值与极值的辨析


