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4线面垂直与面面垂直

一、 线面垂直

1. 线面垂直定义

如果直线 与平面 内的任意一条直线都垂直，我们就说直线 与平面 互相垂直，记作 ．直线 叫做平

面 的垂线，平面 叫做直线 的垂面．直线与平面垂直时，它们惟一的公共点 叫做垂足．

2. 线面垂直判定定理

一条直线与一个平面内的两条相交直线都垂直，则该直线与此平面垂直．

【补充说明】

（1）定理中的“两条相交直线”这一条件不可忽视．请结合图形自行举出反例；

（2）根据判定定理的描述，可以将线面垂直的证明分解为证明两次线线垂直，这种转化的数学思想又

再次体现出来，与将证明面面平行分解为证明两次线面平行的手段有异曲同工之妙．

（3）承接上一条分析，既然证明线面垂直等价于证明两次线线垂直，一般来说，判定线线垂直的方法

如下：

①对于共面直线的垂直关系，可以利用平面几何中的相关结论和模型去获得，比如菱形的对角线互相垂

直平分，比如等腰三角形“三线合一”，比如勾股定理的逆定理等等手段．

②对于异面直线的垂直关系，我们可以利用下面要学习的线面垂直的性质获得．

．
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3. 线面垂直的性质定理

垂直于同一个平面的两条直线平行．

．

【补充说明】

（1）线面垂直的性质定理给出了我们另外一种全新的判断两条直线平行的方法，这种由“垂直”关系推导

“平行”关系的情况并不多见；

（2）从平面外一点引一个平面的垂线，这个点和垂足之间线段的长，叫做点到平面的距离；

在求解多面体体积的时候，关键是确定多面体的高（多面体的高参看点到平面的距离），那么我们可以

利用线面垂直的性质定理进行等高转化，进而能够利用等体积法换底也说不定．

典型例题

线面垂直的判定

1. 如图所示，在四棱锥 中，底面四边形 是菱形， ， 是边长为

的等边三角形， ， ．

求证： 底面 ．
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【答案】（ 1 ）证明见解析．

【解析】（ 1 ）因为底面 是菱形， ，

所以 为 中点．

又因为 ，

所以 ， 

所以 底面 ．

【标注】【知识点】向量法解决线面角问题；向量法解决空间中的平行问题；线面垂直的证明问

题；直线和平面垂直的判定

2. 如图， 是边长为 的正方形， 平面 ， ， ，直线 与平面

所成角为 ．

求证： 平面 ．

【答案】（ 1 ）见解析．

【解析】（ 1 ）证明∵ 平面 ，

∴ ．

∵ 是正方形，

∴ ，

∵ ，

∴ 平面 ．

【标注】【知识点】向量法解决二面角问题；线面平行的证明问题；直线和平面平行的判定；直线

和平面垂直的判定；线面垂直的证明问题

3.
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如图，在三棱锥 中， 底面 ， ， ， ， 分别是

， 的中点， 在 上，且 ．

求证： 平面 ．

【答案】（ 1 ）证明见解析．

【解析】 方法一：

方法二：

（ 1 ） 证明如下：

由（ ）可知： 面 ，又 面 ，故 ，

又由（ ）知： ， ， ，又由

，

故 ，

又 ， 面 ， 面 ，

故 面 ．

由（ ）知 ， ， ， ，

则 ， ，

设面 的一个法向量为 ，

则 即 ，

令 ，则 ，

由 ，可知 面 ，

即 面 ．

【标注】【知识点】向量法解决二面角问题

4. 如图，已知多面体 ， ， ， 均垂直于平面 ， ，

， ， ．
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证明： 平面 ．

【答案】（ 1 ）证明见解析．

【解析】（ 1 ）如图，

以 的中点为 为原点，

分别以射线 ， 为 ， 轴的正半轴，

建立空间直角坐标系 ，

由题意知各点坐标如下：

， ， ， ， ，

因此 ， ， ，

由 得， ，

由 得， ，

所以 平面 ．

【标注】【知识点】向量法解决线面角问题；向量法解决二面角问题；向量法解决空间中的平行问

题；线面垂直的证明问题；直线和平面垂直的判定

5.
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已知正三棱柱 中， ， ，点 ， 分别为侧棱 和边 的中

点．

求证： 平面 ．

【答案】（ 1 ）证明见解析．

【解析】（ 1 ）取 中点 ，连接 ， ．

则有 ，故 面 ．

在正三角形 中， 是 中点．

∴ ．

， ．

以 为原点，分别以 ， ， 为 轴， 轴， 轴建立空间直角坐标系．

则 ， ， ， ， ，

．

∴ ， ， ，

，

∵ ．

∴ ．

又∵ ．∴ ．

又∵ ．

∴ 面 ．

【标注】【知识点】直线和平面垂直的判定；线面垂直的证明问题；向量法解决线面角问题；向量

法解决空间中的平行问题；向量法解决二面角问题
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异面直线垂直的判定

6. 如图，在四棱柱 中， 底面 ， ， ，

．

求证： ．

【答案】（ 1 ）证明见解析．

【解析】（ 1 ）证明：因为 底面 , 底面 ，

所以 ．

又因为 , ,

所以 平面 ．    

 又因为 底面 ， 所以 ．

【标注】【知识点】直线和平面平行的判定；线面平行的证明问题；直线和平面垂直的判定；直线

和平面垂直的性质；线面垂直的证明问题

7. 在三棱柱 中， 平面 ， ， ， ，

、 分别是 、 的中点．

求证： ．
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【答案】（ 1 ）证明见解析

【解析】（ 1 ）∵ ， 为 中点，

∵ ，

∵ ，

，

∵ 面 ，

∵ ．

【标注】【知识点】直线和平面垂直的性质；直线和平面垂直的判定；线线垂直的证明问题；线面

垂直的证明问题；空间几何体的体积；等体积法

课堂巩固

线面垂直的判定

8. 如图，在四棱锥 中， 平面 ， ， ， ， ，

， ．

求证： 平面 ．

【答案】（ 1 ）证明见解析．

【解析】（ 1 ）因为 平面 ， 平面 ，所以 ，

又因为 ，所以 ，

又 ， ，所以 平面 ．

【标注】【知识点】点、直线、平面之间的位置关系；直线和平面垂直的判定；直线和平面垂直的

性质；线面垂直的证明问题；几何法求空间角；垂直的探索性问题

9. 如图，在三棱锥 中，顶点 在底面 上的射影 在棱 上， ，

， ， 为 的中点．
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求证： 平面 ．

【答案】（ 1 ）证明见解析．

【解析】（ 1 ）∵顶点 在底面 上的射影 在棱 上，

∴平面 平面 ．

∵ ，

∴ ．

∵平面 平面 ，

∴ 平面 ， 面 ，

∴ ．

由 ， ，得 ，

∴ ．

∵ ，

∴ 平面 ．

【标注】【知识点】直线和平面垂直的判定；线面垂直的证明问题；向量法求空间距离；向量法解

决二面角问题

异面直线垂直的判定

10. 在正方体 中， 为棱 的中点，底面对角线 与 相交于点 ．

A B

CD

A1

C1D1
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求证： ．

【答案】（ 1 ）证明见解析．

【解析】（ 1 ）∵四边形 为正方形，

∴ ，

又∵ 平面 ． 平面 ，

∴ ．

又∵ ，

∴ 平面 ，

又∵ 平面 ，

∴ ．

【标注】【知识点】直线和平面垂直的判定；线线垂直的证明问题；直线和平面平行的判定；线面

平行的证明问题

二、 面面垂直

1. 面面垂直的定义

二面角的定义

如下图：

从一条直线出发的两个半平面所组成的图形叫做二面角．这条直线叫做二面角的棱，这两个半平面叫做

二面角的面．棱为 、面分别为 ， 的二面角记作二面角 ．有时为了方便，也可在 ，

内（棱以外的半平面部分）分别取点 ， ，将这个二面角记作二面角 ．如果棱记作 ，那

么这个二面角记作二面角 或 ．

【备注】平面内的一条直线把平面分成两部分，这两部分通常称为半平面．
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二面角的度量

如下图：

在二面角 的棱 上任取一点 ，以点 为垂足，在半平面 和 内分别作垂直于棱 的射线 和

，则射线 和 构成的 叫做二面角的平面角．

面面垂直的定义

一般地，如果两个平面所成的二面角大小为 ，我们称这两个平面垂直。

2. 面面垂直判定定理

一个平面过另一个平面的垂线，则这两个平面垂直．

．

3. 面面垂直性质定理

两个平面垂直，则一个平面内垂直于交线的直线与另一个平面垂直．
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．

【补充说明】

（1）平面与平面垂直的判定定理说明，可以通过直线与平面垂直判定平面与平面垂直；而平面与平面

垂直的性质定理说明，可以通过平面与平面垂直得到直线与平面垂直．这种直线与平面的位置关系同平

面与平面的位置关系的相互转化，是解决空间图形问题重要的思想方法；

（2）在应用平面与平面垂直的性质定理时，一般需要引入辅助线，即过一个平面内一点作交线的垂

线，这样将面面垂直转化为线面垂直或线线垂直．

典型例题

面面垂直的判定

11. 如图，在四棱锥 中， 底面 ，底面 是直角梯形， ，

， ， ， 为线段 上一点．

求证：平面 平面 ．

【答案】（ 1 ）证明见解析．

【解析】（ 1 ）∵在四棱锥 中， 底面 ，底面 是直角梯形，

， ， ， ， 为线段 上一点．
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∴ ， ，

∴ ，

∴ ，

∵ ，

∴ 平面 ，

∵ 平面 ，

∴平面 平面 ．

【标注】【知识点】面面垂直的证明问题；直线和平面垂直的判定；平面和平面垂直的判定

12. 如图，在四棱锥 中，底面 的边长 是的为正方形． ， ， 为

上的点，且 平面 ．

求证：平面 平面 ．

【答案】（ 1 ）证明见解析．

【解析】（ 1 ）∵ 是正方形．∴ ，

又 ， ．

∴ 平面 ．

∵ 平面 ．

∴平面 平面 ．

【标注】【知识点】几何法求空间角；线线垂直的证明问题；直线和平面垂直的性质；直线和平面

垂直的判定；平面和平面垂直的判定；面面垂直的证明问题

面面垂直的性质

13. 如图，在四棱锥 中，底面 是正方形，侧面 是正三角形，且平面 底

面 ．
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求证： 平面 ．

【答案】（ 1 ）证明见解析．

【解析】（ 1 ）∵平面 底面 ，

又∵平面 平面 ，

又∵底面 为正方形，

∴ ，

∴ 平面 ．

【标注】【知识点】直线和平面垂直的判定；线面垂直的证明问题；点、直线、平面之间的位置关

系；几何法求空间角

14. 如图，在四棱锥 中，底面 为直角梯形， ， ，

， ， ， ，且平面 平面 ，在平面

内过 作 ，交 于 ，连 ．

求证： 平面 ．

【答案】（ 1 ）证明见解析．

【解析】（ 1 ）过点 作 ，交 于 ，连接 ，四边形 为矩形，

在 中， ， ， ，

∴ ，
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∴ ，

且平面 面 ， 为交线，

面 ，

∴ 面 ．

【标注】【知识点】向量法解决空间中的平行问题；向量法解决线面角问题；向量法解决二面角问

题；线面垂直的证明问题；直线和平面垂直的判定

面面垂直与线面垂直综合

15. 如图，在四棱锥 中，底面 为菱形， ，平面 平面 ，

， ， ， 分别是棱 ， ， 的中点．

求证： 平面 ．

【答案】（ 1 ）证明见解析．

【解析】（ 1 ）连接 ，

∵ 中， ， 为 中点，

∴ ，

又∵ 平面 ，平面 平面 ，

∴ 平面 ，

∴ ，

∵底面 为菱形， ， 为对角线，

∴ ， ，
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∴ 且 ，

所以， 平面 ．

【标注】【知识点】点、直线、平面之间的位置关系；线面平行的证明问题；直线和平面平行的判

定；几何法求空间角；直线和平面垂直的判定；线面垂直的证明问题

课堂巩固

面面垂直的判定

16. 如图，在四棱锥 中，底面 是菱形， ， ， ． 平

面 ， 是 的中点， 是 的中点．

求证：平面 平面 ．

【答案】（ 1 ）证明见解析．

【解析】（ 1 ）

连接 ，得 为等边三角形，

又∵ 为 中点，

∴ ，

∵ 平面 ，

∴ ，

∵由 ，

∴ 平面 ，

∵ 平面 ，

∴平面 平面 ．
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【标注】【知识点】线面平行的证明问题；直线和平面平行的判定；直线和平面垂直的判定；面面

垂直的证明问题；平面和平面垂直的判定；几何法求空间角；向量法解决空间中的平行问

题

17. 如图，在四面体 中， ， ，点 、 分别为 、 的中点．

求证：平面 平面 ．

【答案】（ 1 ）证明见解析．

【解析】（ 1 ）在 中， ， ，

∴ ，

∵在 中， ， 为 的中点，

∴ ，

∵ 平面 ， 平面 ，且 ，

∴ 平面 ，

∵ 平面 ，

∴平面 平面 ．

【标注】【知识点】平面和平面垂直的判定；面面垂直的证明问题；直线和平面垂直的判定；几何

法求空间角；线面平行的证明问题；直线和平面平行的判定

面面垂直的性质

18. 如图，在三棱柱 中， 是边长为 的正方形，平面 平面 ，

， ．
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求证： 平面 ．

【答案】（ 1 ）证明见解析．

【解析】（ 1 ）证明：∵ ．

∴ ，而面 面 ，面 面 ， 面

．

∴ 面 ，而 面 ．

∴ ，而 ， ， 、 面 ．

∴ 面 ．

【标注】【知识点】向量法解决二面角问题

19. 如图，三棱柱 的侧面 是边长为 的正方形，侧面 侧面 ，

， ， 是 的中点．

求证： 平面 ；

【答案】（ 1 ）证明见解析．

【解析】（ 1 ）∵ 为 中点， ， ， ∴ ，则 ，即

， 又∵平面 平面 ， 平面 ， ∴ 平面 ， ∵
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平面 ，则 ， 即 ，且 平面 ， 平

面 ，

∴ 平面 ．

【标注】【知识点】向量法解决二面角问题；直线和平面平行的判定；线面平行的证明问题；几何

法求空间角；直线和平面垂直的判定；线面垂直的证明问题


