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空间向量练习

一、解答题

1．如图，四棱锥P ABCD- 中，侧面PAD 为等边三角形，线段 AD 的中点为O且 ^PO 底面

ABCD，
1 1
2

AB BC AD= = = ，且 //AD BC 且 AB AD^ ，E 是PD的中点.

(1)证明： //CE 平面PAB；

(2)求点E 到平面PAB的距离；

(3)点M 在棱PC 上，且直线 BM 与底面 ABCD所成角的正弦值为
6

4
，求平面MAB 与平面

ABD夹角的余弦值.

【答案】(1)证明见解析

(2) 3
2

(3) 2 7
7

【知识点】面面角的向量求法、证明线面平行、点到平面距离的向量求法

【分析】（1）由题意建立空间直角坐标系，求出平面PAB的法向量 1n
ur
，根据 1 0CE n× =

uuur ur
即可

证明 //CE 平面PAB；

（2）由点到平面距离的向量表示公式
EA n

d
n

×
=

uuur r

r ，代入数据即可求解；

（3）由直线 BM 与底面 ABCD所成角的正弦值为
6

4
可求出

1 3,1,
2 2

BM
æ ö

= -ç ÷ç ÷
è ø

uuuur
，然后根据两

平面的法向量求所成角的余弦值即可.

【详解】（1）连接OC ，

因为 //AD BC ，O为线段 AD 的中点，
1 1
2

BC AD= = ，

\ //AO BC ，且 AO BC= ，
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所以四边形OABC 为平行四边形，所以OC AD^ ，

以O为坐标原点，建立如图所示的空间直角坐标系：

则  0,0, 3P ，  0, 1,0A - ，  1, 1,0B - ，  1,0,0C ，  0,1,0D ,

因为E 是PD的中点，所以
1 30, ,
2 2

E
æ ö
ç ÷ç ÷
è ø

，

 
1 31, ,
2 2

CE
æ ö

= -ç ÷ç ÷
è ø

uuur
，  0, 1, 3PA = - -

uuur
，  1, 1, 3PB = - -

uuur
，

设平面PAB的一个法向量为  1 1 1 1, ,n x y z=
ur

，

则
1

1

0

0

n PA

n PB

ì × =ï
í

× =ïî

ur uuur

ur uuur ，即
1 1

1 1 1

3 0

3 0

y z

x y z

ì- - =ï
í

- - =ïî
，

取  1 0, 3, 1n = -
ur

，则 1
3 3 0

2 2
CE n× = - =
uuur ur

，

又因为CE Ë 平面PAB，所以 //CE 平面PAB；

（2）由（1）知，
1 30, ,
2 2

E
æ ö
ç ÷ç ÷
è ø

，  0, 1,0A - ，所以
3 30, ,
2 2

EA
æ ö

= - -ç ÷ç ÷
è ø

uuur
，

且平面PAB的一个法向量为  1 0, 3, 1n = -
ur

，

所以点E 到平面PAB的距离

 

   

1

2 221

3 30 0 3 1
2 2 3

20 3 1

EA n
d

n

æ öæ ö´ + - ´ + - ´ -ç ÷ç ÷× è ø è ø= = =
+ + -

uuur ur

ur ；

（3）由题意知，底面 ABCD的法向量为  0,0,1n =
r

，

因为BM BC CM BC CPl= + = +
uuuur uuur uuuur uuur uuur

，  0,1l Î ，

且  0,1,0BC =
uuur

，  1,0, 3CP = -
uuur

，所以  ,1, 3BM l l= -
uuuur

，
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所以由题意知：

   22 2

3 6cos ,
41 3

BM n l

l l
= =

- + +

uuuur r
，

解得：
1
2

l = ，所以
1 3,1,
2 2

BM
æ ö

= -ç ÷ç ÷
è ø

uuuur
，

因为  1,0,0AB =
uuur

，设平面MAB 的一个法向量为  2 2 2 2, ,n x y z=
uur

，

则
2

2

0

0

n AB

n BM

ì × =ï
í

× =ïî

uur uuur

uur uuuur ，即

2

2 2 2

0

1 3 0
2 2

x

x y z

=ì
ï
í

- + + =ïî

，取  2 0, 3,2n = -
uur

，

所以
 
 

2 22 2

0 0 0 3 1 2 2 2 7cos ,
771 0 3 2

n n
´ + ´ - + ´

= = =
´ + - +

uur r
，

又平面MAB 与平面 ABD夹角为锐角，

所以平面MAB 与平面 ABD夹角的余弦值为
2 7

7
．

2．正方体 1 1 1 1ABCD A B C D- 的棱长为 4，E F、 分别为 1 1 1 1,A D C B 中点， 13CG GC= ．

(1)求证：GF ^平面FBE ；

(2)求平面FBE 与平面EBG 夹角的余弦值；

(3)求三棱锥D FBE- 的体积．

【答案】(1)证明见解析

(2)
4
5

(3)
32
3

【知识点】锥体体积的有关计算、面面角的向量求法、证明线面垂直、空间位置关系的向量

证明

【分析】（1）法一、利用正方形的性质先证明FG BF^ ，再结合正方体的性质得出 ^EF 平
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面 1 1BCC B ，利用线面垂直的性质与判定定理证明即可；法二、建立空间直角坐标系，利用

空间向量证明线面垂直即可；

（2）利用空间向量计算面面夹角即可；

（3）利用空间向量计算点面距离，再利用锥体的体积公式计算即可.

【详解】（1）法一、在正方形 1 1BCC B 中，

由条件易知
1 1

1 1
1 1

1tan tan
2

C G FBC FG B BF
C F BB

Ð = = = = Ð ，所以 1 1C FG B BFÐ = Ð ，

则 1 1 1 1
π
2

B FB B BF C FG B FBÐ + Ð = = Ð + Ð ，

故  1 1
ππ
2

BFG C FG B FBÐ = - Ð + Ð = ，即FG BF^ ，

在正方体中，易知 1 1D C ^平面 1 1BCC B ，且 1 1/ /EF D C ，

所以 ^EF 平面 1 1BCC B ，

又 FG Ì平面 1 1BCC B ，∴ EF FG^ ，

∵ ,EF BF F EF BF= ÌI 、 平面BEF ，∴ GF ^平面BEF ；

法二、如图以 D 为中心建立空间直角坐标系，

则        4,4,0 , 2,0,4 , 2,4,4 , 0,4,3B E F G ，

所以      0,4,0 , 2,4, 4 , 2,0, 1EF EB FG= = - = - -
uuur uuur uuur

，

设  , ,m a b c=
ur

是平面BEF 的一个法向量，

则
4 0

2 4 4 0

m EF b

m EB a b c

ì × = =ï
í

× = + - =ïî

ur uuur

ur uuur ，令 2a = ，则 0, 1b c= = ，所以  2,0,1m =
ur

，

易知FG m= -
uuur r

，则FG
uuur

也是平面BEF 的一个法向量，∴ GF ^平面BEF ；

（2）同上法二建立的空间直角坐标系，

所以    2,4, 1 , 4,0,3EG BG= - - = -
uuur uuur

，

由（1）知FG
uuur

是平面BEF 的一个法向量，

设平面BEG 的一个法向量为  , ,n x y z=
r

，所以
2 4 0

4 3 0

n EG x y z

n BG x z

ì × = - + - =ï
í

× = - + =ïî

r uuur

r uuur ，

令 6x = ，则 8, 5z y= = ，即  6,5,8n =
r

，

{#{QQABB8A8wuDYkITwyQY7U2e+jgq40NTzLCxO10YY+wUAP9tADAA=}#}



试卷第 5 页，共 14 页

设平面BEF 与平面BEG 的夹角为a ，

则
20 4cos cos ,

55 125

FG n
FG n

FG n
a

×
= = = =

´×

uuur r
uuur r

uuur r ；

（3）由（1）知 ^EF 平面 1 1BCC B ，FB Ì平面 1 1BCC B ，∴ EF FB^ ，

易知
2 21 1 4 4 2 4 5

2 2BEFS EF BF= × = ´ ´ + =V ，

又  2,0,4DE =
uuur

，则 D 到平面BEF 的距离为
8
5

DE FG
d

FG

×
= =

uuur uuur

uuur ，

由棱锥的体积公式知：
1 1 8 324 5
3 3 35D BEF BEFV d S- = ´ = ´ ´ =V .

3．如图，在四棱锥P ABCD- 中，底面 ABCD正方形，PA ^底面 ABCD， 2PA AB= = ，

E 、F 分别为线段 PB、CD的中点，G 为线段PC 上的动点.

  

(1)证明： / /EC 平面PAF ；

(2)若点G 为PC 的中点，求 AG 与平面 PCD所成角的正弦值；

(3)若平面PCD ^平面 AEG，求线段PG 的长.

【答案】(1)证明见解析

(2) 6
3

(3) 2 3
3
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【知识点】面面平行证明线面平行、空间位置关系的向量证明、线面角的向量求法

【分析】（1）取 AB 的中点 H ，根据条件先证明出平面 / /CEH 平面PAF ，由此可证明 / /EC

平面PAF ；

（2）建立合适空间直角坐标系，然后求解出平面 PCD的一个法向量，根据 AG
uuur

与法向量夹

角的余弦值求解出 AG 与平面 PCD所成角的正弦值；

（3）设   0,1PG tPC t= Î
uuur uuur

，然后求解出平面 AEG的一个法向量m
ur
，根据条件得到 0m n× =

ur r
，

由此可求 t的值，则PG 的长可求.

【详解】（1）取 AB 的中点 H ，连接 , ,EH CE CH ，因为 ,E H 为 ,PB AB的中点，所以

/ /EH PA，

因为EH Ë平面PAF ，PA Ì平面PAF ，所以 / /EH 平面PAF ，

因为 ,H F 为 ,AB CD 的中点，且四边形 ABCD是正方形，所以 / / ,AH CF AH CF= ，

所以四边形 AHCF 是平行四边形，所以 //AF CH ，

因为CH Ë平面PAF ， AF Ì 平面PAF ，所以 / /CH 平面PAF ，

因为 , ,EH CH H EH CH= ÌI 平面CEH ，所以平面 / /CEH 平面PAF ，

又因为EC Ì平面CEH ，所以 / /EC 平面PAF .

（2）由题意，以 A为原点，分别以 , ,AB AD AP方向为 , ,x y z轴的正方向，建立空间直角坐

标系 A xyz- ，如图所示，

因为        0,0,0 , 2,2,0 , 0,2,0 , 0,0,2A C D P ，所以  1,1,1G ，

所以      1,1,1 , 0,2, 2 , 2,0,0AG PD CD= = - = -
uuur uuur uuur

，

设平面 PCD的一个法向量为  , ,n x y z=
r

，

所以
2 2 0

2 0

n PD y z

n CD x

ì × = - =ï
í

× = - =ïî

uuurr
uuurr ，取 1y = ，则 0, 1x z= = ，所以  0,1,1n =

r
，
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设 AG 与平面 PCD所成角为q ，所以
0 1 1 6sin cos ,

33 2

n AG
n AG

n AG
q

× + +
= = = =

´

uuurruuurr uuurr ，

所以 AG 与平面 PCD所成角的正弦值为
6

3
.

（3）设   0,1PG tPC t= Î
uuur uuur

，所以

     2,2, 2 0,0, 2 2 ,2 ,2 2AG PG PA tPC PA t t t t= - = - = - - - = -
uuur uuur uuur uuur uuur

， 

因为    0,0,2 , 2,0,0P B ，所以  1,0,1E ，所以  1,0,1AE =
uuur

，

设平面 AEG的一个法向量为  , ,m a b cr
= ，

所以
 2 2 2 2 0

0

m AG ta tb t c

m AE a c

ì × = + + - =ï
í

× = + =ïî

uuurr
uuurr ，取 a t= ，则 , 1 2c t b t= - = - ，所以  ,1 2 ,m t t t= - -

r
，

因为平面 PCD的一个法向量  0,1,1n =
r

，且平面PCD ^平面 AEG，

所以 1 2 0m n t t× = - - =
ur r

，解得
1
3

t = ，

所以
1 1 2 34 4 4
3 3 3

PG PC= = + + = .

4．如图，在四棱锥P ABCD- 中，PA ^平面 , ,ABCD AB AD AD^ ∥ , 3BC AD AP= = ，

32 , 3,
2

DE EP AB BC= = = .

(1)求证： PB ∥平面 ACE ；
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(2)已知点F 在棱PD上，且直线 AF 与平面 ACE 所成角的正弦值为
5

4
，求线段 AF 的值；

(3)求三棱锥P ACE- 的体积.

【答案】(1)证明见解析

(2) 3 10
4

(3) 3
2

【知识点】锥体体积的有关计算、已知线面角求其他量、证明线面平行

【分析】（1）证法一：连接 BD  与 AC  交于 G  ,连 EG  ,由相似比与已知比例得 EG PB∥  ,

从而证得线面平行.

证法二：以 A  为原点建系,写出各点坐标,求出平面 ACE  的法向量,再验证 PB
uuur

 与法向量

垂直,且 PB  不在面

内,从而证得线面平行.

（2）解法一：设向量 DF DPl=
uuur uuur

 ,代入线面角正弦公式,化简方程并在区间内求得 
1
4

l =  ,

算出 AF
uuur

 坐标,最终求得 AF  长度.

解法二: 设向量 PF PDl=
uuur uuur

 ,代入线面角正弦公式,化简方程并在区间内求得 
3
4

l =  ,算出 

AF
uuur

 坐标,最终求得 AF  长度.

（3）解法一：由 2DE EP=  得体积比例关系,用棱锥体积公式直接算出 3
2P ACEV - =  .

解法二：先在 ACE△  中求边长与正弦值,再用向量求点 P  到面的距离,代入体积公式得结

果.

【详解】（1）证法一：连接BD与 AC 交于点G ，再连接EG ，

因为 AD ∥
3, 3,
2

BC AD BC= = ，

所以 , 2AD DGADG BCG
BC BG

= =△ ∽△
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因为 2DE EP= ，所以 2AD DG DE
BC BG EP

= = = ，

所以EG ∥ PB，

又因为PB Ë平面 ACE ，所以 PB ∥平面 ACE

证法二：以 A为原点， , ,AB AD AP所在的直线为 x 轴， y 轴， z 轴，建立空间直角坐标系

A xyz- .

则          30,0,0 , 3,0,0 , 3, ,0 , 0,3,0 , 0,0,3 , 0,1,2
2

A B C D P Eæ ö
ç ÷
è ø

.

设  , ,m x y z=
r

是平面 ACE 的一个法向量，

  30,1,2 , 3, ,0
2

AE AC æ ö= = ç ÷
è ø

uuur uuur
，则

2 00
, 33 00 2

y zm AE
x ym AC

ì + =ì× =ï ï
í í

+ =× =ï ïîî

uuurr
uuurr ，

令 2y = ，则 3, 1x z= - = - ，平面 ACE 的一个法向量为  3,2, 1m = - -
r

.

因为  3,0, 3 , 3 3 0PB PB m= - × = - + =
uuur uuur r

，所以PB m^
uur r

，

又因为PB Ë平面 ACE ，所以 PB ∥平面 ACE

（2）解法一：

设  , 0,1DF DPl l= Î
uuur uuur

，得    0,3 3 ,3 , 0,3 3 ,3F AFl l l l- = -
uuur

，

2 2 26 9 , (3 3 ) 9 3 1 2 2 , 2 2AF m AF ml l l l l× = - = - + = - + =
uuur uuurr r

，

设直线 AF 与平面 ACE 所成角为q ，则

2

3 2 3 5sin cos ,
43 1 2 2 2 2

AF m
AF m

AF m
l

q
l l

× -
= = = =

× - + ´

uuur ruuur r uuur r ，

化简得 28 14 3 0l l- + = ，因为  0,1l Î ，得
1
4

l = ，

{#{QQABB8A8wuDYkITwyQY7U2e+jgq40NTzLCxO10YY+wUAP9tADAA=}#}



试卷第 10 页，共 14 页

9 3 3 100, , ,
4 4 4

AF AFæ ö= =ç ÷
è ø

uuur uuur
，所以线段 AF 的值为

3 10
4

.

解法二：

设  , 0,1PF PDl l= Î
uuur uuur

，得    0,3 ,3 3 , 0,3 ,3 3F AFl l l l- = -
uuur

，

2 2 29 3, 9 (3 3 ) 3 1 2 2 , 2 2AF m AF ml l l l l× = - = + - = - + =
uuur uuurr r

，

设直线 AF 与平面 ACE 所成角为q ，则

2

3 3 1 5sin cos ,
43 1 2 2 2 2

AF m
AF m

AF m
l

q
l l

× -
= = = =

× - + ´

uuur ruuur r uuur r ，

化简得 28 2 3 0l l- - = ，因为  0,1l Î ，得
3
4

l = ，
9 3 3 100, , ,
4 4 4

AF AFæ ö= =ç ÷
è ø

uuur uuur
，所以线段 AF

的值为
3 10

4
.

（3）解法一：

因为 2DE EP= ，所以
2
3E ACD P ACDV V- -= ，

1
3P ACE P ACD E ACD P ACDV V V V- - - -= - =

1 1 1 33 3 3
3 3 2 2P ACEV - = ´ ´ ´ ´ ´ =

解法二：由（1）所建立的坐标系可得

         30,0,0 , 3,0,0 , 3, ,0 , 0,3,0 , 0,0,3 , 0,1,2
2

A B C D P Eæ ö
ç ÷
è ø

.

则  
2

2 23 213 0 0 (0 0) ,
2 2

AC æ ö= - + - + - =ç ÷
è ø

     
2

22 2 2 23 290 0 1 0 (2 0) 5, 3 0 1 (0 2)
2 2

AE CE æ ö= - + - + - = = - + - + - =ç ÷
è ø

故由余弦定理可得
2 2 2 3cos
2 105

AC AE CECAE
AC AE

+ -
Ð = =

× ×

所以 2 4 2sin 1 cos
35

CAE AÐ = - = ，

由（1）得 (0,0,3)AP =
uuur

,平面 ACE 的一个法向量为  3,2, 1m = - -
r

.

点 P 到平面 ACE 的距离
3 3 2

42 2

AP m
d

m

×
= = =

uuur r

r .
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1 1 1 21 4 2 3 2 35
3 3 2 2 4 235P ACE ACEV S d- = × = ´ ´ ´ ´ ´ =V

5．已知正方体 1 1 1 1ABCD A B C D- 的棱长为 2，M，F 分别为 1 1A B ，BC 的中点．

(1)求证： AF ^平面 1DD M ；

(2)求平面 1A BD 与平面 1DD M 夹角的余弦值；

(3)求三棱锥 1F DD M- 的体积．

【答案】(1)证明见解析

(2) 15
5

(3)1

【知识点】面面角的向量求法、点到平面距离的向量求法、锥体体积的有关计算、空间位置

关系的向量证明

【分析】（1）建立空间直角坐标系，求直线 AF 的方向向量和平面 1DD M 的法向量，证明两

向量平行，由此证明结论；

（2）求平面 1A BD 的法向量，结合向量夹角公式求结论；

（3）利用向量方法求点F 到平面 1DD M 的距离，再锥体体积公式求结论.

【详解】（1）如图所示，以 D 为原点建立空间直角坐标系Dxyz，

则  0,0,0D ，  2,0,0A ，  1,2,0F ，  1 0,0,2D ，  2,1,2M ，  1 2,0,2A ，  2,2,0B ，
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所以  1,2,0AF = -
uuur

，  1 0,0,2DD =
uuuur

，  2,1,2DM =
uuuur

设  , ,n x y z=
r

是平面 1DD M 的一个法向量，

则
1 2 0

2 2 0

n DD z

n DM x y z

ì × = =ï
í

× = + + =ïî

uuuurr
uuuurr ，则 0z = ，取 1x = ，可得 2y = - ，

所以  1, 2,0n = -
r

是平面 1DD M 的一个法向量．

因为 AF n= -
uuur r

，则 / /AF n
uuur r

，所以 AF ^平面 1DD M ．

（2）因为  1 2,0, 2DA =
uuuur

，  2, 2,0DB =
uuur

，

设  , ,m x y z=
r

是平面 1A BD 的一个法向量，

则
1 2 2 0

2 2 0

m DA x z

n DB x y

ì × = + =ï
í

× = + =ïî

uuuurr
uuurr ，令 1x = ，可得 1, 1y z= - = - ，

所以  1, 1, 1m = - -
r

是平面 1A BD 的一个法向量，

由（1）知  1, 2,0n = -
r

是平面 1DD M 的一个法向量．

设平面 1A BD 与平面 1DD M 夹角为a ，

则
1 2 0 15cos cos ,

55 3
m na

+ +
= = =

´
r r

．

（3）因为  1,2,0DF =
uuur

，由（1）知  1, 2,0n = -
r

是平面 1DD M 的一个法向量，

所以点F 到平面 1DD M 的距离为
1 4 3 5

55

DF n
d

n

× -
= = =

uuur r

r ，

因为 1DD MV 是直角三角形， 1 2DD = ， 1 5D M = ，

所以
1Δ

1 2 5 5
2DD MS = ´ ´ = ，

所以
1

1 3 55 1
3 5F DD MV - = ´ ´ =

三棱锥
．

6．在直四棱柱 1 1 1 1ABCD A B C D- 中，底面 ABCD是平行四边形，且 2 4AB AD= = ，

1 2 3DD = ， AD BD^ ，Q， H 分别为 1AA ， 1D B的中点．
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(1)求直线QH 与平面HBC 所成角的正弦值；

(2)求平面QBH 与平面HBC 的夹角的余弦值；

(3)求三棱锥Q HBC- 的体积V

【答案】(1) 42
14

(2) 2 22
11

(3)1

【知识点】面面角的向量求法、点到平面距离的向量求法、锥体体积的有关计算、线面角的

向量求法

【分析】建立空间直角坐标系，利用空间向量可求线面角，面面角和点到平面的距离进而即

得.

【详解】（1）由 AD BD^ ，直四棱柱 1 1 1 1ABCD A B C D- ，有 1DD ^平面 ABCD，

故以点D为原点， 1, ,DA DB DD 所在直线分别为 x 轴， y 轴， z 轴，建立如图所示的空间直

角坐标系．

易知            1 10 0 0 2 0 0 0 2 3 0 2 2 3 0 0 0 2 3 2 0 2 3D A B C D A-, , , , , , , , , , , , , , , , , ，

由 ,Q H 分别为 1 1AA D B, 的中点，故    2 0 3 , 0 3 3Q H, , , , ．
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易知      2 3 0 0 3 3 2 0 0QH BH BC= - = - = -
uuur uuur uuur

, , , , , , , , ，

设平面HBC 的法向量为  1 1 1 1, ,n x y z=
ur

，

则
1 1 1

1 1

3 3 0

2 0

n BH y z

n BC x

ì × = - + =ï
í

× = - =ïî

ur uuur

ur uuur ，

令 1 1y = ，则  1 0,1,1n =
ur

，

设直线QH 与平面HBC 所成角为 1q ，

1
1 1

1

42sin cos
14

n QH
n QH

n QH
q

×
= = =

×

ur uuur
ur uuur

ur uuur, ，

则直线QH 与平面HBC 所成角的正弦值为
42

14
．

（2）设平面QBH 的法向量为  2 2 2 2, ,n x y z=
uur

，

则
2 2 2

2 2 2

2 3 0

3 3 0

n QH x y

n BH y z

ì × = - + =ï
í

× = - + =ïî

uur uuur

uur uuur ，

令 2 3x = ，则  2 3, 2, 2n =
uur

，

设平面QBH 与平面HBC 的夹角为 2q ，

1 2
2 1 2

1 2

2 22cos cos
11

n n
n n

n n
q

×
= = =

×

ur uur
ur uur

ur uur, ，

则平面QBH 与平面HBC 的夹角的余弦值为
2 22

11
．

（3）设点Q到平面HBC 的距离为
1

1

6
2

QH n
d d

n

×
= =

uuur ur

ur, ．

由 0BC BH× =
uuur uuur

，有BC BH^ ，故
1 16 1
2 3HBC HBCS HB BC V S d= × = = =×V V, ．
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