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数列新定义

一、解答题

1．已知等差数列 na 满足 3 6 5 216, 3a a a a+ = = ，记数列 na 的前 n 项和为 nS .

(1)求数列 na 的通项公式及 nS ；

(2)在数列的每相邻两项间插入这两项的积，而形成新的数列，这样的过程叫做该数列的一

阶“ P 拓展”.例如对于数列 1，3，一阶“ P 拓展”得到数列 1，3，3；二阶“ P 拓展”得到数列 1，

3，3，9，3；依次构造，设 n 阶“ P 拓展”得到数列 1 21, , , , ,3mx x xL ,（ Nm *Î ），设

 3 1 2log 1 3n mb x x x= × × × × ×L ，则    1 3 2 3log 1 3 3 2, log 1 3 3 9 3 5b b= ´ ´ = = ´ ´ ´ ´ = .

（i）数列 nb 的通项公式；

（ii）已知m 为正整数，设
2 1

1
16 9
2

i
m

i

c
b -

=
æ ö- +ç ÷
è ø

，求
2 1

1 1

n m

i
m i

c
-

= =
å å .

【答案】(1) 2 1na n= - ，
2

nS n=

(2)（i）  1 3 1
2

n
nb = + ；（ii） 5 1 5 1

64 8 64 9

n

næ ö æ ö- + ×ç ÷ ç ÷
è ø è ø

【知识点】错位相减法求和、数列新定义、求等比数列前 n 项和、倒序相加法求和

【分析】（1）设公差为 d ，利用等差数列的基本量运算求出 1,a d ，再由通项公式与前 n 项和

{#{QQABA4CoyuBwkASwyBY7AWt8yGkY0MRzLAxGlxYMeUcA94lADCA=}#}



试卷第 2 页，共 22 页

公式计算即得；

（2）（i）根据数列的一阶“ P 拓展”的要求，推理得到数列递推式 1 3 1n nb b+ = - ，构造法证明

1
2nbì ü-í ý

î þ
是以

3
2
为首项，3 为公比的等比数列，求出数列的通项公式即可；（ii）先化简求得

1
9 9n n mc =

+
，利用倒序相加法推出 2

1 1 1
9 9 9 9 9t m m t m m-+ =

+ +
，从而可得

2 1

1 1 1

1 1( ) ( )
2 9

n m n
m

i
m i m

c m
-

= = =

= - ×å å å ，再利用错位相减法即可求得结果.

【详解】（1）在等差数列 na 中，设公差为 d ，

依题意，可得
1

1 1

2 7 16
4 3( )

a d
a d a d

+ =ì
í + = +î

，解得
1 1

2
a
d

=ì
í =î

.

故 1 2( 1) 2 1na n n= + - = - ，
  21 2 1

2n

n n
S n

+ -
= = .

（2）（i）由已知，  3 1 2 3 1 2log 1 3 log (3 )n m mb x x x x x x= × × × =L L ，

则        1 3 1 1 1 2 2 1 1log [1 1 3 3]n m m m m mb x x x x x x x x x x+ - -= × × × × × × ×L

   
3

1 22 3 3 3 2
3 1 2 3 3 1 2

1 3
log (1 3 ) log [ ] 3log 3 1 3 1

1 3
m

m m n

x x x
x x x x x x b

× × ×
= × × × × × = = - = -

´
L

L L

于是 1
1 13
2 2n nb b+

æ ö- = -ç ÷
è ø

，可得
1
2nbì ü-í ý

î þ
是以

3
2
为首项，3 为公比的等比数列.

故
11 3 13 3

2 2 2
n n

nb -- = ´ = ´ ，故  1 3 1
2

n
nb = + ；

（ii）因 2 1
2 1

1 1 1
1 1 9 96 9 6 3 9
2 2

i i m
m i m

i

c
b -

-

= = =
+æ ö æ ö- + × +ç ÷ ç ÷

è ø è ø
.

则
2 1

1 2 1 2 1
1 1 1

1 1 1 1 1
9 9 9 9 9 9 9 9 9 9

n m n

i m m m m m m m m
m i m

c
-

+ -
= = =

æ ö= + + + + + + +ç ÷+ + + + +è ø
åå å L L L .

而 1 2 1 2 1

1 1 1 1 1
9 9 9 9 9 9 9 9 9 9m m m m m m m m+ -+ + + + + +

+ + + + +
L L 中，共有  2 1m - 项.

注意到 2 2 2 2

1 1 9 1 9 1 1
9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9

m t m t

t m m t m m m t m t m m t m m

- -

- - - -

+
+ = + = =

+ + + + +
；

∴
1 1

1 2 1 2 1 2 1 2 1
1 1 9 1 9 1 1

9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9

m m

m m m m m m m m m m

- -

- - - -

+
+ = + = =

+ + + + +
；

2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2

1 1 9 1 9 1 1
9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9

m m

m m m m m m m m m m

- -

- - - -

+
+ = + = =

+ + + + +
；

…

于是 1 2 1 2 1

1 1 1 1 1
9 9 9 9 9 9 9 9 9 9m m m m m m m m+ -+ + + + + +

+ + + + +
L L

{#{QQABA4CoyuBwkASwyBY7AWt8yGkY0MRzLAxGlxYMeUcA94lADCA=}#}



试卷第 3 页，共 22 页

  1 1 1 11
9 2 9 2 9

m

m mm mæ ö æ ö= - + = - ×ç ÷ ç ÷× è ø è ø
.

∴原式
2 1

2 3

1 1 1

1 1 1 1 3 1 5 1 2 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 9 2 9 2 9 2 9 2 9

n m n
m n

i
m i m

nc m
-

= = =

-
= - × = ´ + ´ + ´ + + ´å å å L ，

记
2 31 1 3 1 5 1 2 1 1( ) ( ) ( )

2 9 2 9 2 9 2 9
n

n
nT -

= ´ + ´ + ´ + + ´L ，

则
2 3 4 11 1 1 3 1 5 1 2 1 1( ) ( ) ( ) ( )

9 2 9 2 9 2 9 2 9
n

n
nT +-

= ´ + ´ + ´ + + ´L ，

两式相减，可得
1

2 3
8 1 1 1 1 1 2 1 1( ) ( )
9 18 9 9 9 9 2 9

n
n n

nT +-
= - + + + + + - ´L ，

则
1

1 1(1 )8 1 2 1 19 9 ( )19 18 2 91
9

n n
n

nT +
- -

= - + - ´
-

，

即
18 5 8 5 1( )

9 72 8 9
n

n
nT ++

= - ´ ，故得
5 8 5 1( )

64 64 9
n

n
nT +

= - ´ ，

即 
2 1

1 1

5 1 5 1
64 8 64 9

nn m

i
m i

c n
-

= =

æ ö æ ö= - + ×ç ÷ ç ÷
è ø è ø

åå .

2．已知数列 na 是等差数列， nb 是等比数列，且 na 与 nb 是各项均为正整数的递增数

列， 1 1 3a b+ = ， 3 2 9a b+ = ，
2

2 1b b= ．

(1)求 na 、 nb 的通项公式；

(2)若 nu 和 nv 都是无穷递增数列，且从 nu 中任取不少于两项（互不相同）之和，都不

是 nv 中的项，则称 nu 被 nv 拉黑．

（i）求 1 1 2 2n n nS a b a b a b= + + +L ，并判断 nS 是否被 na 拉黑，说明理由．

（ii）设   
2

2 2
1 1

3
1 1

n
k

n
k k k

bT
b b= +

=
- -å ，

1 1
3 1n

n

T
c

- =
- ，任取一列系数 nl ，满足

  *1,2,3n nl Î Î N ．令 n n nx cl= ，求证：无论 nl 如何取值， nx 都被 nc 拉黑．
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【答案】(1) 2 1na n= - ， 2n
nb =

(2)（i）   12 3 2 6n
nS n += - × + ， nS 被 na 拉黑，理由见解析；（ii）证明见解析.

【知识点】裂项相消法求和、等比数列通项公式的基本量计算、数列新定义、错位相减法求

和

【分析】（1）设等差数列 na 的公差为 d ，设等比数列 nb 的公比为 q，则 0d > ， 0q > ，

根据题意可得出关于 1a 、 d 、 q的方程组，根据 1a *Î N 讨论 1a 的值，结合题意可得出 q、 d

的值，即可得出数列 na 、 nb 的通项公式；

（2）（i）利用错位相减法求出 nS ，再利用题中定义判断即可；

（ii）利用裂项相消法求出 nT ，结合已知条件求出
14n

nc += ，可得
14n

n n n nx cl l += = × ，任取数

列 nx 中不少于两项 1kx 、 2kx 、L、   1 2 2,
mk mx k k k m m *< < < ³ Î NL ，求出其和S ，再利

用反证法结合题中定义证明即可.

【详解】（1）设等差数列 na 的公差为 d ，设等比数列 nb 的公比为 q，则 0d > ， 0q > ，

因为
2

2 1 1b b q b= = ，所以 1b q= ，

因为 1 1 3a b+ = ， 3 2 9a b+ = ，即
1

2
1

3
2 9

a q
a d q

+ =ì
í + + =î

，

因为 1a *Î N ，当 1 1a = 时， 2q = ， 2=d ，符合题意，

当 1 2a = 时，则 1q = ，则 3d = ，此时，数列 nb 为常数列，不符合题意，

当 1 3a ³ 时， 0q £ ，不符合题意，

综上所述，    1 1 1 2 1 2 1na a n d n n= + - = + - = - ，
1

1 2n n n
nb b q q-= = = .

（2）（i）由（1）可知  2 1 2n
n na b n= - × ，
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所以  1 2 3
1 1 2 2 1 2 3 2 5 2 2 1 2n

n n nS a b a b a b n= + + + = × + × + × + + - ×L L ①，

   2 3 12 1 2 3 2 2 3 2 2 1 2n n
nS n n += × + × + + - × + - ×L ②，

① - ②得        
3 1

2 3 1 1
2 1 2

2 2 2 2 2 2 1 2 2 2 1 2
1 2

n
n n n

nS n n
-

+ +
-

- = + × + + + - - × = + - - ×
-

L

  16 3 2 2nn += - + - × ，

所以   12 3 2 6n
nS n += - × + ，

对任意的 n *Î N ，   12 3 2 6n
nS n += - × + 为偶数，

因为数列 na 中每一项都是奇数，从数列 nS 中任取一项都为偶数，

故从数列 nS 中不少于两项（互不相同）之和均为偶数，这些和均不是数列 na 中的项，

所以数列 nS 被 na 拉黑；

（ii）因为      
   
  

12

12 2 1 1
1

4 1 4 13 3 4 1 1
4 1 4 11 1 4 1 4 1 4 1 4 1

n nn
n

n nn n n n
n n

b
b b

+

++ +
+

- - -×
= = = -

- -- - - - - -
，

所以   
2

2 2 3 12 2
1 1

3 1 1 1 1 1 1
4 1 4 1 4 1 4 1 4 1 4 11 1

n
k

n n n
k k k

bT
b b +

= +

æ ö æ ö æ ö= = - + - + + -ç ÷ ç ÷ ç ÷- - - - - -- - è ø è ø è ø
å L

1

1 1
3 4 1n+= -

-
，

又因为 1 1
1 1 1 1 1 1

1 3 3 3 4 1 4 1n n n
n

T
c + +

æ ö= - = - - =ç ÷- - -è ø
，所以

14n
nc += ，

因为
14n

n n n nx cl l += = × ，  1,2,3nl Î ，

任取数列 nx 中不少于两项 1kx 、 2kx 、L、   1 2 2,
mk mx k k k m m *< < < ³ Î NL ，

其和为  11 2 1 2 1

1 2 1 2

11 1 14 4 4 4 4 4m m

m m

k k kk k k k k
k k k k k kS l l l l l l+ -+ + + -= × + × + + × = + × + + ×L L ，

假设S 为数列 nc 中的项，则存在 t *Î N ，使得
14t

tS c += = ，

即  11 2 1

1 2

1 14 4 4 4m

m

k kk k k t
k k kl l l -+ - ++ × + + × =L ，从而有 12 1 1

1 2
4 4 4m

m

k kk k t k
k k kl l l -- -+ × + + × =L ，

显然 1 114 4kt ++ > ，即 1t k> ，故  1t k *- Î N ，

从而 12 1 1

1 2
4 4 4m

m

k kk k t k
k k kl l l -- -+ × + + × =L 能被 4整除，

事实上，因为 1kl 、 2kl 、L、  1,2,3
mkl Î ， 12 1

2
4 4 m

m

k kk k
k kl l --× + + ×L 均能被 4整除，
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故 12 1

1 2
4 4 m

m

k kk k
k k kl l l --+ × + + ×L 除以 4的余数为  

1
1,2,3kl Î ，这与假设矛盾，

假设不成立，故无论 nl 如何取值， nx 都被 nc 拉黑.

3．在数列 na 中，按照下面方式构成“次生数列”

        1 1 2 1 2 3 1 2 3 1 2: , min , , min , , , , min , , , 2n n nb b a b a a b a a a b a a a n= = = = ³L L ，其中min

  1 2, , , 2ia a a i n£ £L 表示数列 1 2, , , ia a aL ，中最小的项．

(1)若数列 na 中各项均不相等且只有 4 项，   2 1, 2,3,4 1,3,4na a n= Î = ，请写出 na 的所

有“次生数列” nb ；

(2)若 na 满足 1 42, 64a a= - = ，且
na

n
ì ü
í ý
î þ

为等比数列， na 的“次生数列”为 nb ．

（i）求 3 10b b+ 的值；

（ii）设 nb 的前 n 项和 nS ，若对任意的 n *Î N ，不等式
29 201027 18 n

n

Sn
n a

l +æ ö- - >ç ÷
è ø

恒成立，

求实数l 的取值范围．

【答案】(1)2，1，1，1 或 3，1，1，1 或 4，1，1，1．

(2)（i） 3 10 4632b b+ = - ；（ii）  , 4-¥ ．

【知识点】数列不等式恒成立问题、求等比数列前 n 项和、数列新定义、错位相减法求和

【分析】（1）根据次生数列的定义得到 1 2 41 3, 11b a b b b= = =¹ = ，从而得到 nb 有 3 个，分
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别为 2,1,1,1或3,1,1,1或 4,1,1,1 .

（2）（i）根据
na

n
ì ü
í ý
î þ

为等比数列，求出公比，求出 ( 2)n
na n= × - ，从而根据次生数列的定义得

到 1 2 1 2b b a= = = - ， 9 10 4608b b= = - ，得到 3 10b b+ 的值；

（ii）由错位相减法求和，求出  2 2 1
2

20 5 6 20 5 62 4
9 9 9 9

n n
n

n nS + +- -
= - + × - = - + × ．由

  2 2
2 2

2

5 6 29 20 9 2010 227 18
10 18 27 10 3 227 18

n n
n n

n
n

nS Sn
n a n n nn a

n

l l
+ +- ×+ +æ ö- - > Û < = =ç ÷ - + - -æ öè ø - - ×ç ÷

è ø
，令

2

3 2

n

nc
n

+2
=

-
，求出数列 nc 的单调性求解．

【详解】（1）因为    22,3,4 1, 3,4 , 1na n aÎ = = ， na 中各项均不相等，

所以 1 1 2 3 41, 1b a b b b= ¹ = = = ，

若 1 1 2b a= = ，此时“次生数列” nb 为 2，1，1，1，

若 1 1 3b a= = ，此时“次生数列” nb 为 3，1，1，1，

若 1 1 4b a= = ，此时“次生数列” nb 为 4，1，1，1，

所以“次生数列” nb 的定义可知 nb 有 3 个，

分别为 2，1，1，1 或 3，1，1，1 或 4，1，1，1．

（2）（i）设数列
na

n
ì ü
í ý
î þ

的公比为 q，

因为
na

n
ì ü
í ý
î þ

为等比数列，且 1 42, 64a a= - = ，所以
34 1

4 1
a a q= × ，即 316 2 q= - × ，解得 2q = - ，

所以   12 2 nna
n

-= - ´ - ，则  2 n
na n= × - ．

由“次生数列” nb 的定义，可知 1 2 1 3 42, 24, ,b b a b b= = = - = = - L

 9 10 9 512 4608b b= = ´ - = - ，故 3 10 4632b b+ = - ．

（ii）由（i）

       3 2 1
1 2 1 3 4 3 2 1 2 2 11 2 , 3 2 , , 2 1 2 n

n n nb b a b b a b b a n -
- -= = = ´ - = = = ´ - = = = - ´ -L ，

       3 2 1
2 2 1 2 3 2 2 1 2 n

nS n -é ù= ´ - + ´ - + + - ´ -ë ûL ，①

       3 5 2 1
24 2 1 2 3 2 2 1 2 n

nS n +é ù= ´ - + ´ - + + - ´ -ë ûL ，②
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由① - ②得          3 2 1 2 1
23 2 1 2 2 2 2 2 2 1 2n n

nS n- +é ù- = ´ - + ´ - + + ´ - - - ´ -ë ûL

           
3 2 1

2 1 2 22 2 20 5 62 2 2 2 2 1 2 2
1 4 3 3

n
n nnn

+
+ +é ù- - - -

= - + × - - ´ - = - × -ê ú
-ê úë û

所以  2 2 1
2

20 5 6 20 5 62 4
9 9 9 9

n n
n

n nS + +- -
= - + × - = - + × ．

∵  1027 18 0n n
n

*- - < Î N

∴
  2 2

2 2
2

5 6 29 20 9 2010 227 18
10 18 27 10 3 227 18

n n
n n

n
n

nS Sn
n a n n nn a

n

l l
+ +- ×+ +æ ö- - > Û < = =ç ÷ - + - -æ öè ø - - ×ç ÷

è ø

令
2

3 2

n

nc
n

+2
=

-
，则

 
  

23 2

1

3 5 22 2
3 1 3 2 3 1 3 2

nn n

n n

n
c c

n n n n

++ +

+

- ×
- = - =

+ - + -

当 1n = 时， 1n nc c+ < ；当 2n ³ 时， 1n nc c+ > ，即 1 2 3 4c c c c< <> <L．

∴
4

2
2 4

3 2 2
cl < = =

´ -
，故l 的取值范围为  , 4¥- ．

4．已知等比数列{ }na 的前 n 项和为 nS ，且  *
1 2 2n na S n+ = + Î N ，等差数列{ }nb 的前 n 项和

为 nB ，且 4 24B B= ，  *
2 2 1,n nb b n= Î+ N ．

(1)求数列{ }na 和{ }nb 的通项公式；

(2)令
1
2n n nc a b= ，求数列{ }nc 的前 n 项和 nT ．

(3)在 na 与 1na + 之间插入 n 个数，使这 2n + 个数组成一个公差为 nd 的等差数列，在数列{ }nd

中是否存在 3 项 , ,m k pd d d ，（其中 m，k，p 成等差数列）成等比数列？若存在，求出这样的 3

项，若不存在，请说明理由．

{#{QQABA4CoyuBwkASwyBY7AWt8yGkY0MRzLAxGlxYMeUcA94lADCA=}#}



试卷第 9 页，共 22 页

【答案】(1) 12 3n
na -= ´ ， 2 1nb n= -

(2) ( 1)3 1n
nT n= - +

(3)不存在，理由见解析

【知识点】利用 an 与 sn 关系求通项或项、数列新定义、错位相减法求和

【分析】（1）根据已知条件列方程求出数列的首项，公比或公差，进而求出通项公式；

（2）用错位相减法求数列前 n 项和；

（3）利用反证法，先假设存在，再利用等比中项和等差中项的性质求解，进而证明不存

在.

【详解】（1）由题意，当 1n = 时，有 1 12 2a q a= + ；当 2n = 时，  2
1 1 12 2a q a a q= + +

联立方程  
1 1

2
1 1 1

2 2
2 2

a q a
a q a a q

ì = +ï
í = + +ïî

，解得
1 2

3
a
q

=ì
í =î

或
1 1

0
a
q

= -ì
í =î

（舍）.

所以数列 na 的通项公式
12 3n

na -= ´ .

由题意知 4 24B B= ，  *
2 2 1,n nb b n= + Î N ，则 2 12 1b b= + ，

联立方程
 1 1

1 1

2 3 2 2
2 1

b d b d
b d b

ì + = +ï
í + = +ïî

，解得
1 1

2
b
d

=ì
í =î

，

所以数列 nb 的通项公式  1 2 1 2 1nb n n= + - = - ．

综上，
12 3n

na -= ´ ， 2 1nb n= - .

（2）因为   11 2 1 3
2

n
n n nc a b n -= = - ，

所以
0 1 2 11 3 3 3 5 3 (2 1) 3n

nT n -= ´ + ´ + ´ + + - ´L ...①，

①×3 得，
1 2 33 1 3 3 3 5 3 (2 1) 3n

nT n= ´ + ´ + ´ + + - ´L ...②，

①-②得，
0 1 2 12 1 3 2 3 2 3 2 3 (2 1) 3n n

nT n-- = ´ + ´ + ´ + + ´ - - ´L ，

1
1 2 1 3(1 3 )2 1 2(3 3 3 ) (2 1) 3 1 2 (2 1) 3

1 3

n
n n n

nT n n
-

- -
- = + + + + - - ´ = + ´ - - ´

-
L ，

化简得： ( 1)3 1n
nT n= - + .
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（3）由（1）知
1

12 3 , 2 3n n
n na a-

+= ´ = ´ .

所以 1 ( 2 1)n na a n d+ = + + - ，所以
1

1 4 3
1 1

n
n n

n
a ad

n n

-
+ - ´

= =
+ +

．

设数列{ }nd 中存在 3 项 , ,m k pd d d ，（其中 m，k，p 成等差数列）成等比数列.

则
2
k m pd d d= × ．故

21 1 14 3 4 3 4 3
1 1 1

k m p

k m p

- - -æ ö´ ´ ´
= ×ç ÷+ + +è ø

，即

21 2 24 3 4 3
1 ( 1)( 1)

k m p

k m p

- + -æ ö´ ´
=ç ÷+ + +è ø

．

又因为 m，k，p 成等差数列，所以 2k m p= + ，故 2 2 2 2 24 3 4 3k m p- + -´ = ´ .

故 2( 1) ( 1)( 1)k m p+ = + + ，化简得 2 2k k mp m p+ = + + ，所以 2k mp= .

又因为 2k m p= + ，所以 2 2 24 2k m p mp= + + ，故  2 0m p- = ，即m p= .

而 2k m p= + ，所以 k m p= = .

与假设矛盾．

所以在数列{ }nd 中不存在 3 项 , ,m k pd d d 成等比数列．

5．从数列 na 中选取第 k 项，第 1k + 项，…，第 1k m+ - 项  *, 2k mÎ ³N ，并按原顺序构

成的新数列称为数列 na 的“  ,k m 连续子列”.已知数列 na 中， 1 0a = ， 2 1a = ，对 *k" Î N ，

数列 na 的“  2 ,3k 连续子列”是公比为
1k

k
+

的等比数列.

(1)求 4a ， 5a 的值；

(2)求  *
2 1na n+ Î N ；

(3)证明：    *
1

1 2 2 1

2 3 7
122

n

i
i i i

i n
a a +

= +

+ < Î
+å N .
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【答案】(1) 4 4a = ， 5 6a =

(2)   *
2 1 1na n n n+ = + Î N

(3)证明见解析

【知识点】裂项相消法求和、由递推关系式求通项公式、数列新定义、累乘法求数列通项

【分析】（1）依题意
2 1 2 2

2 2 1

1k k

k k

a a k
a a k

+ +

+

+
= = 对 *k" Î N 恒成立，代入计算可得；

（2）依题意可得

2
2 2

2

1k

k

a k
a k

+ +æ ö= ç ÷
è ø

， *k Î N ，再利用累乘法求出 2na ，再结合
2 1

2

1n

n

a n
a n

+ += ，计

算可得；

（3）由（2）知  2 *
2na n n= Î N ，则   1

2 2 1

2 3
2n

n n

n
a a +

+

+ <
+    1

1 1
2 1 2 2 1 2n nn n- -

- + ，利用裂项相

消法计算可得.

【详解】（1）由题意知 2ka ， 2 1ka + ， 2 2ka + 是公比为
1k

k
+

的等比数列，

2 1 2 2

2 2 1

1k k

k k

a a k
a a k

+ +

+

+
\ = = 对 *k" Î N 恒成立，又 1 0a = ， 2 1a = ，

3
3

2
2 2a aa\ = Þ = ， 4

4
3

2 4a aa = Þ = ，又
5

4

3
2

a
a = ，所以 5

3 4 6
2

a = ´ = ；

（2）因为
2 1 2 2

2 2 1

1k k

k k

a a k
a a k

+ +

+

+
= = 对 *k" Î N 恒成立，

所以

2
2 2

2

1k

k

a k
a k

+ +æ ö= ç ÷
è ø

， *k Î N ，

       
2 2 2

26 24
2 2

2 4 2 2

2 31 21 2 1
n

n
n

a aa na a n na a a n-

\ = ´ ´ ´ ´ = ´ ´ ´ = ³
-

L ，

当 1n = 时
2

2na n= 也成立，

 2 *
2na n n\ = Î N ，

又
2 1

2

1n

n

a n
a n

+ +=Q ，

  *
2 1 2

1 1n n
na a n n nn+

+\ = ´ = + Î N ；

（3）由（2）知  2 *
2na n n= Î N ，
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故         1 1
2 2 1

2 3 2 3 2 3 2 3
2 2 1 2 2 2 1 2 2 1 2 1 2n n n n

n n

n n n n
a a n n n n n n+ +

+

+ + + += = <
+ + + - +

   1

1 1
2 1 2 2 1 2n nn n-= -

- + ，

当 1n = 时，    1 2
1 2 2 1 2 3

2 3 2 3 5 7
12 122 2

n

i
i i i

i
a a a a+

= +

+ += = <
+ +å ；

当 2n ³ 时，      1 2 1
1 2 2 1

2 3 5 1 1 1 1
12 3 22 5 2 2 1 2 2 1 2

n

i n n
i i i

i
a a n n+ -

= +

é ùæ ö+ < + - + + -ç ÷ ê ú´+ ´ - +è ø ë û
å L

   2 1
5 1 1 1 1

12 3 2 5 2 2 1 2 2 1 2n nn n-= + - + + -
´ ´ - +

L

 
7 1 7

12 122 1 2nn
= - <

+ ；

综上可得    *
1

1 2 2 1

2 3 7
122

n

i
i i i

i n
a a +

= +

+ < Î
+å N .

6．已知 na 是公比为 q的等比数列．对于给定的 k （ 1k = ， 2，3 ⋯ n ），设  kT 是首项为

ka ，公差为 2 1ka - 的等差数列，记  kT 的第 i项为  k
ib ．若      1 2 2

1 1 2b b b+ = ，且    1 2
2 3b b= ．

(1)求 na 的通项公式；

(2)设
  22 1

2 3
n

n n
n

b
c

a

+
=

×
，求 nc 的前 n 项和 nM

(3)若
 

  
21 1

1 1 2 3

n
n

n n
n

b n n nd
a n n
+ - -

= - +
+ + +

，求使得       1 2 3 2025nd d d d+ + + + £L 成立的

最大整数 n 的值．（其中 x 表示不超过 x 的最

大整数）
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【答案】(1)
123

3

n

na
-

æ ö= ´ç ÷
è ø

(2)
2 4 66

2n n
n nM + +

= -

(3)满足不等式的最大正整数 45n =

【知识点】数列新定义、错位相减法求和、等比数列通项公式的基本量计算

【分析】（1）根据给定定义，可得   (2 1)( 1), ( 1, 2,3, , ), N,k
i k kb a a i k n i= + - - = ÎL ，进而列出

1 2,a a 的方程组，求解即可；

（2）由（1）求得  2
nb ，进而求得 nc ，利用错位相减法求得 nM ；

（3）由（1）求得   (2 1) ( 1)n
n nb n a n= - - - ，进而求得

 
    

2 2 2 3
2 1

1 2 3

n

n n

n
d n

n

+ +
= + -

+ +
，进一步可

证明
 

  
2 2 2 3

0 1
1 2 3

n

n

n

n

+ +
< <

+ +
，从而可得  2( 1)nd n= - ，计算可得满足不等式的最大正整数.

【详解】（1）依题意可得   (2 1)( 1), ( 1, 2,3, , ), N,k
i k kb a a i k n i= + - - = ÎL ，

     1 2 1
1 1 1 2 2 1 1 1, , (2 1) 3 1b a b a b a a a= = = + - = - ，

   2 2
2 2 2 2 3 2 2 2(2 1) 3 1, (2 1)2 5 2b a a a b a a a= + - = - = + - = - ，

由      1 2 2
1 1 2b b b+ = ，且    1 2

2 3b b= ，得
1 2 2

1 2

3 1
3 1 5 2
a a a
a a
+ = -ì

í - = -î
，解得

1

2

3
2

a
a

=ì
í =î

，于是
2

1

2
3

aq
a

= = ，

所以 na 的通项公式是
1

1
1

23
3

n
n

na a q
-

- æ ö= = ´ç ÷
è ø

；

（2）由题意可得  2
2 2(2 1)( 1) 2 3( 1) 3 1nb a a n n n= + - - = + - = - ，

所以

    
22 2 2

1

1 3 1 1
2 3 222 3 3

3

n
n nn n

n n

b n nc
a -

+ - +
= = =

× æ ö´ ´ ´ç ÷
è ø

，

所以
2 2

2

2

1 2 3

1
2 2 2 2

32
nn n

nM c c c + + += + + + = +L L
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可得 1

2

4

2

2 3

21 1
2 2 2

2
2
3

2nn
nM +++ ++= L ，

两式相减得 2 3 4 1 1

21 1 23
2 2 2 2 2 2

5 7
2

1
n nn

n nM + +=
-

-+ ++ ++ L ，

令 2 3 4

1 3
2 2 2 2

5 2 1
2

7
n

ny + +++
-

= + L ，

则有 2 3 4 1

1 1 3
2 2 2 2 2

5 2 1
n

ny +

-
+= + + +L ，

两式相减得 2 3 4 1 2 3 4 1
1 1 2 2 2 2 2 1 1 1 1 1 1 2 12
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2n n n n

n ny + +

- -æ ö= + + + + + - = + + + + + -ç ÷
è ø

L L

1

1 1 1

1 11
4 21 2 1 1 1 2 1 3 2 32 112 2 2 2 2 2 21

2

n

n

n n n
n n n

-

+ + +

é ùæ ö-ê úç ÷
è ø - - +ê ú æ öë û= + - = + - - = -ç ÷

è ø-

，

所以
2

2
33 n

ny +
= - ，

所以 1

2

1

21
2 2 2

2 3 4 63
2

3n nn n

n n n nM + +

+
=

+ +
- - = - ，

所以
2 4 66

2n n
n nM + +

= - ；

（3）根据题意可得   (2 1)( 1) 2( 1) ( 1) (2 1) ( 1)n
n n n n n nb a a n a n a n n a n= + - - = + - - - = - - - ，

所以

 

     
2 21 (2 1)1 1

1 11 2 3 1 2 3

n
n n

n n n
n n

b n n an n n nd
a n a nn n
+ - -- -

= - + = - +
+ ++ + + +

 
    

  
2 21 22 1 2 1 1

1 11 2 3 1 2 3n n

n n nn n
n nn n

-
= - - + = - - + +

+ ++ + + +

 
  

 
    

22 2 2 322 1 2 1
1 1 2 3 1 2 3

n

n n

nnn n
n n n

+ +
= - + + = + -

+ + + + +
。

下证当 2n ³ 时，
 

  
2 2 2 3

0 1
1 2 3

n

n

n

n

+ +
< <

+ +
，

      2 21 2 3 2 2 3 1 2 3 3n n nn n n n n+ + - - + = - - + - ，

因为
1 2 32 C C C Cn n
n n n n= + + + +L ，当 2n ³ 时， 2 2n n³ + ，

所以     2 21 2 3 3 1 2 3 3 4 5 0nn n n n n n n n- - + - ³ - + - + - = - >

所以当 2n ³ 时，
 

  
2 2 2 3

0 1
1 2 3

n

n

n

n

+ +
< <

+ +
，

所以  2( 1)nd n= - ，
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当 1n = 时， 1
11
10

d = ，所以 1 1d = ，

所以          2
1 2 3 1 2 1 2 3 1 1 2025nd d d d n n né ù+ + + + = + + + + + - = - + £ë ûL L ，

所以 2 2024n n- £ ，满足不等式的最大正整数 45n = .

【点睛】关键点点睛：正确理解数列新定义，进而得到 1 2,a a 的关系式，求得数列的通项公

式，在此基础上，进一步求解后面的问题，第三问关键在于证明
 

  
2 2 2 3

0 1
1 2 3

n

n

n

n

+ +
< <

+ +
，从而

可得  2( 1)nd n= - ，从而求解问题.

7．对于 *n" Î N ，若数列 nc 满足 1 1n nc c+ - > ，则称这个数列为“优美数列”．

(1)已知数列 4 21,log , logm m- 是“优美数列”，求实数m 的取值范围；

(2)若首项为 1 的等差数列 na 为“优美数列”，且其前 n 项和 nS 满足
2 1

2nS n n£ + 恒成立，求

 na 的公差的取值范围；

(3)已知各项均为正整数的等比数列 na 是“优美数列”，数列
1
3 naì ü

í ý
î þ

不是“优美数列”，若

1

2 1
n

n n
ab +=

+
，试判断数列 nb 是否为“优美数列”，并说明理由．

【答案】(1) 4m > ；

(2)1 2d< £ ；
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(3) 1 1
4

a
q

=ì
í =î

时数列 nb 是“优美数列”，理由见解析.

【知识点】等比数列通项公式的基本量计算、判断数列的增减性、数列不等式恒成立问题、

数列新定义

【分析】（1）根据数列新定义列不等式组，求参数范围；

（2）根据定义有 1d > ，结合不等式恒成立求公差的上界，即可得范围；

（3）根据题意有 1{ }n na a+ - 最小项为 2 1 1 1( 1)a qa a- = - > ， 1 }1 1{
3 3n na a+ - 最小项为

2 1 1
1 1 1 1
3 3

( 1
3

)qa a a= -- £ ，进而有 11 3( 1)a q< - £ ，根据
*Nna Î 讨论 1,a q ，并由数列新定义

判断是否存在数列 nb 为“优美数列”即可.

【详解】（1）由题意
4

2 4

log 1 1
log log 1

m
m m

+ >ì
í - >î

，则
4

2

log 0
log 2

m
m

>ì
í >î

，可得 4m > ；

（2）由题意，令 na 的公差为 d ，且 1d > ，

则
2( 1) 1

2 2n
n nS n d n n-

= + £ + ，可得 ( 1) 2 1n d n- £ - ，显然 1n = 时不等式恒成立，

当 2n ³ 时，
2 1 12

1 1
nd

n n
-

£ = +
- -

恒成立，而
12 (2,3]

1n
+ Î

-
，故 2£d ，

综上，1 2d< £ .

（3）存在
1 1

4
a
q

=ì
í =î

，数列 nb 是“优美数列”，理由如下：

令 na 的公比为 q，则
*Nna Î ，故 1 1( 1)n n na a a q+ = -- > ，显然 1q > ，

所以 1{ }n na a+ - 最小项为 2 1 1 1( 1)a qa a- = - > ，

同理对于 1 }1 1{
3 3n na a+ - 最小项为 2 1 1

1 1 1 1
3 3

( 1
3

)qa a a= -- £ ，

综上， 11 3( 1)a q< - £ ，故 1( 1) 2qa - = 或 1( 1) 3a q - = ，

所以
1 1

3
a
q

=ì
í =î

或
1 2

2
a
q

=ì
í =î

或
1 3

2
a
q

=ì
í =î

或
1 1

4
a
q

=ì
í =î

，

当
1 1

3
a
q

=ì
í =î

，则
13n

na -= ，此时
3

2 1

n

n nb =
+

，显然 2 1
9 41 1
5 5

b b = - =- < ，不是“优美数列”；
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当
1 2

2
a
q

=ì
í =î

，则 2n
na = ，此时

12
2 1

n

n nb
+

=
+

，显然 2 1
8 4 4 1
5 3 15

b b = =- - < ，不是“优美数列”；

当
1 3

2
a
q

=ì
í =î

，则
13 2n

na -= × ，此时
3 2
2 1

n

n nb ×
=

+
，显然 2 1

12 22 1
5 5

b b = - =- < ，不是“优美数列”；

当
1 1

4
a
q

=ì
í =î

，则
14n

na -= ，此时
4

2 1

n

n nb =
+

，令
1

11
4 4

2 1 2 1n n n

n n

n nc b b
+

++ -- =
+ +

= ，

所以
1 1 4 1 3 2 3 1 2 2

1 1 1 11
4 4 4 4 2 2 3 2 9 2 0

2 1 2 1 2 1 2 1 (2 1)(2 1)(2 1)

n n n n n n n n

n n n nn n n nnc c
+ - - - - -

+- - + -

+ + × +
+

- =
×

- - + = >
+ + + + + +

，

故{ }nc 单调递增，且 1 2 1 116
5 3

4 28
15

c b b - == - = > ，此时满足“优美数列”；

综上，
1 1

4
a
q

=ì
í =î

时 nb 是“优美数列”.

【点睛】关键点点睛：第三问，根据题设得到 11 3( 1)a q< - £ ，结合
*Nna Î 讨论 1,a q 为关键.

8．给定数列 nA ，若对任意m ， *nÎ N 且m n¹ ， m nA A+ 是 nA 中的项，则称 nA 为“ H

数列”；若对任意m ， *nÎ N 且m n¹ ， m nA A 是 nA 中的项，则称 nA 为“ J 数列”.

(1)设数列 na 的前 n 项和为 nS ，若 2 1n
nS = - ，试判断数列 na 是否为“ J 数列”，并说明理由；

(2)设数列 nb 既是等比数列又是“ J 数列”，且 1 8b = ， 2 16b ³ ，求公比 q的所有可能值；

(3)设等差数列 nc 的前 n 项和为 nT ，对任意 *n Î N ， nT 是数列 nc 中的项，求证：数列 nc

是“ H 数列”.
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【答案】(1)是，理由见解析

(2) q的所有可能值为 2， 2 2 ，8 .

(3)证明见解析

【知识点】写出等比数列的通项公式、利用 an 与 sn 关系求通项或项、数列新定义

【分析】（1）由
1

1

, 1
, 1n

n n

a n
a

S S n-

=ì
= í - ³î

，可求通项公式；

（2）由 1 8b = ， 2 16b ³ ，数列 nb 是等比数列，可得 2q ³ ，进而由
1 1 28 8 64m n m n

m nb b q q q- - + -= ´ =

也为数列中的项，可得 1 8k m nq - - + = ，可求 q的所有可能值.

（3）设数列 nc 的公差为 d ，可得
   1 1

1
1

2
n n

nc d c k d
-

+ = + - ，分 0d = 和 0d ¹ 两种情况

可得 nc 是“ H 数列”.

【详解】（1）因为 2 1n
nS = - ，

当 2n ³ 时，
1

1 2n
n n na S S -

-= - = ，

当 1n = 时， 1 1 1a S= = 也成立，

所以
12n

na -= ，

所以对任意m ， *nÎ N 且m n¹ ，
1 1 2

12 2 2m n m n
m n m na a a- - + -

+ -= ´ = = ，

 na 是“ J 数列”

（2）因为 1 8b = ， 2 16b ³ ，数列 nb 是等比数列

所以
18 n

nb q -= ，且 2q ³ ，

由已知得
1 1 28 8 64m n m n

m nb b q q q- - + -= ´ = 也为数列中的项，

令  *Nm n kb b b k= Î ，得 1 1 18 8 8m n kq q q- - -´ = ，

即 2 164 8m n kq q+ - -= ，

即得 18 m n kq q+ - = ，

所以 1 8k m nq - - + = ，

因为 2q ³ 且 *1k m n- - + Î N

故 q的所有可能值为 2， 2 2 ，8 .

（3）设数列 nc 的公差为 d ，所以存在 *k Î N ，对任意 *n Î N ， n kT c= ，
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即
   1 1

1
1

2
n n

nc d c k d
-

+ = + - ，

当 0d = 时，则 1 0c = ，故 0kc = ，此时数列为“ H 数列”；

当 0d ¹ 时，    1 1
1 1

2
n nck n

d
-

= - + + ，

取 2n = ，则 1 2ck
d

= + ，所以 1 1c
d

³ - ， 1c Z
d

Î ，

当 1 1c
d

= - 时，
 3

2
2

n n
k

-
= + 均为正整数，符合题意，

当 1c
d

Î N 时，    1 1
1 1

2
n nck n

d
-

= - + + 均为正整数，符合题意，

所以 1 1c
d

³ - ， 1 Zc
d

Î ，

设 1c s
d

= ， 1s ³ - ， Zs Î ，即 1c sd= ，

所以任意m ， *nÎ N 且m n¹ ，  2m nc c sd s m n d+ = + + + - ，

显然 2s m n N+ + - Î ，所以 m nc c+ 为数列中的项，

所以 nc 是“ H 数列”.

【点睛】关键点点睛：数列新定义，弄清题意新定义的含义，结合所学内容，分析问题与解

决问题，以及要有较强的运算求解能力和转化与化归的思想.

9．设等比数列 na 满足 1 2 4a a+ = ， 3 1 8a a- = .

(1)求数列 na 的通项公式和
2n

i
i n

a
=
å ；

(2)如果数列 nb 对任意的 *nÎ N ，均满足 2 1 1n n n nb b b b+ + +- > - ，则称 nb 为“速增数列”.

（ⅰ）判断数列 na 是否为“速增数列”？说明理由；

（ⅱ）若数列 nb 为“速增数列”，且任意项  *
nb nÎ ÎZ N ， 1 1b = ， 2 3b = ， 2024kb = ，求正

整数 k 的最大值.
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【答案】(1) 13n
na -= ；

2 12 3 3
2

n nn

i
i n

a
-

=

-
=å

(2) na 是“速增数列”，理由见解析；正整数 k 的最大值为 63.

【知识点】求等比数列前 n 项和、累加法求数列通项、数列新定义、等比数列通项公式的基

本量计算

【分析】（1）由已知，列方程求出数列 na 的首项和公比，可求通项和
2n

i
i n

a
=
å ；

（2）（ⅰ）由定义证明；（ⅱ）由题意得
 1

2024 , Z
2

k k
k

+
³ Î ，可求 k 的最大值.

【详解】（1）设等比数列 na 公比为 q，由 1 2 4a a+ = ， 3 1 8a a- = ，

有
1 1

2
1 1

4
8

a a q
a q a

+ =ì
í - =î

，解得
1 1

3
a
q

=ì
í =î

，

所以
13n

na -=

2 12
1 2 1

1 2
3 33 3 3

2

n nn
n n n

i n n n
i n

a a a a
-

- -
+

=

-
= + + + = + + + =å L L .

（2）（ⅰ）数列 na 是“速增数列”，理由如下：

由
13n

na -= ，则
1

2 1 3 3 2 3n n n
n na a +

+ +- = - = ´ ， 1 1
1 3 3 2 3n n n

n na a - -
+ - = - = ´ ， 

12 3 2 3n n-´ > ´ ，故 2 1 1n n n na a a a+ + +- > - ，

所以数列 na 是“速增数列”.

（ⅱ）数列 nb 为“速增数列”， 1 1b = ， 2 3b = ， 2024kb = ，任意项  *
nb nÎ ÎZ N ，

2k ³ 时，      1 1 2 2 1 12024 1 2 3 1k k k k kb b b b b b b b k k- - -= = - + - + + - + ³ + + + + - +L L .

即
 1

2024 , Z
2

k k
k

+
³ Î ，

当 63k = 时，
 1

2016
2

k k +
= ，当 64k = 时，

 1
2080

2
k k +

= ，

故正整数 k 的最大值为 63.

【点睛】方法点睛：
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根据“速增数列”的定义，紧紧围绕不等式 2 1 1n n n nb b b b+ + +- > - 进行，当 1 1b = ， 2 1 2b b- = 时，

利用累加法的思想确定      1 1 2 2 1 1 1 2 3 1k k k kb b b b b b b k k- - -- + - + + - + ³ + + + + - +L L 是解

题的关键．

10．已知 na 是公比为 q 的等比数列．对于给定的 ( 1,2,3 )k k n= L ，设 ( )kT 是首项为 ka ，公

差为 2 1ka - 的等差数列 na ，记 ( )kT 的第 i 项为
( )k

ib ．若
(1) (2) (2)
1 1 2b b b+ = ，且

(1) (2)
2 3b b= ．

(1)求 na 的通项公式；

(2)求 (2) (2)
1 1

1n

i i ib b= +
å ；

(3)求 ( )

1i
i

n
kb

=
å ．

【答案】(1) 123 ( )
3

n
na -= ´ ；

(2)
6 4

n
n +

；

(3) 2 12 ( 1)3 ( )
3 2

k n nn - -
× - .

【知识点】分组（并项）法求和、等比数列通项公式的基本量计算、数列新定义、裂项相消

法求和

【分析】（1）根据给定定义，可得
( ) (2 1)( 1)k
i k kb a a i= + - - ，再列出方程求出 1 2,a a 作答.

（2）由（1）的信息，利用裂项相消法求和作答.
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（3）利用（1）的结论，结合分组求和法及等差数列前 n 项和公式求解作答.

【详解】（1）依题意，
( ) (2 1)( 1 N,), ( 1,2,3, ),k
i k kb ka a i n i== + - - ÎL ，

(1) (2) (1)
1 1 2 2 11 1 1, , (2 1) 3 1b b a b aa a a= + - == = - ，

(2) (2)
2 3 22 2 2 2 2(2 1 2) 3 , (2 11 ) 2 5b ba a a a a a- ´= + - = - = = -+ ，

由
(1) (2) (2)
1 1 2b b b+ = 及

(1) (2)
2 3b b= ，得

1 2 2

1 2

3 1
3 1 5 2
a a a
a a
+ = -ì

í - = -î
，解得 1 23, 2a a= = ，于是

2

1

2
3

aq
a

= = ，

所以 na 的通项公式是
1 1

1
23 ( )
3

n n
na a q - -= = ´ .

（2）由（1）知，
(2)

2 2(2 1)( 1) 2 3( 1) 3 1ib a a i i i= + - - = + - = - ，
(2)

1 3 2ib i+ = + ，

(2) (2)
1 3 1)(

)
3 2) 3 1 3 2

1 1 1 1 1(
( 3i i i i i ib b +

-
- + - +

= = ，

所以 (2) (2)
1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1[( ) ( )
43 1 3 3

( )] ( )
3 2 5 5 8 3 2 62 2

n

i i i n n n
n

b b n= + - +
= - + - + + - = =

+
-

+å L .

（3）由（1）知，
( ) (2 1)( 1) (2 1) ( 1)k
i k k kb a a i i a i= + - - = - - - ，

1 ( 1,2,3, , )23 ( ) ,
3

k
ka k n-´ == L ，

所以
( )

1 1 1 1
(2 1) ( 1)] (2 1) ( 1 1 (2 1) 0 ( 1)

2 2
)[

n n n n
k

k
i i i

ki k
i

n nb a n ni a i a i i
= = = =

+ -
- - - = - -

+ -
= - = × × - ×å å å å

2 2 1( 1) 2 ( 1)3 ( )
2 3 2

k
k

n n n nn a n -- -
= - = × - .

【点睛】关键点睛：涉及数列新定义问题，关键是正确理解给出的定义，由给定的数列结合

新定义探求数列的相关性质，并进行合理的计算、分析、推理等方法综合解决.
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