
试卷第 1 页，共 11 页

放缩练习

一、解答题

1．设正项数列 na 的前 n 项和为 nS ，且
22 n n nS a a= + ．

(1)求 na 的通项公式;

(2)若
1

2 1nn ab =
-

，记数列 nb 的前 n 项和为 nT ，证明： 2nT < ．

【答案】(1) na n=

(2)证明见解析

【分析】（1）利用 ,n na S 的关系，结合已知条件以及等差数列的通项公式即可求得结果；

（2）根据（1）中所求，应用放缩及等比数列的前 n 项和公式求得 nT ，即可证明.

【详解】（1）依题意，当 1n = 时，
2

1 1 1 12 2S a a a= = + ， 0na > ，则 1 1a = ；

当 2n ³ 时，
22 n n nS a a= + ，

2
1 1 12 n n nS a a- - -= + ，两式相减，

整理可得   1 1 1 0n n n na a a a- -+ - - = ，又 na 为正项数列，故 1 1n na a -- = ，

所以数列 na 是以 1 1a = 为首项， 1d = 为公差的等差数列，

所以 na n= .

（2）证明：由（1）可知 na n= ，所以
1

2 1n nb =
-

，显然 1 1 1 2T b= = < ，
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当 2n ³ ，则 1 1 1 12 1 2 2 1 2 2 1 2n n n n n- - - -- = × - = + - > ，即 1

1 1
2 1 2n n-<

-
，

此时
1

1 1

1 1(1 )1 1 12 21 1 2 212 2 21
2

n

n n nT
-

- -

-
< + + + = + = - <

-
L ，

综上， 2nT < 成立.

2．设数列 na 的前 n 项和为 nS ，已知数列 nS 的前 n 项和
3 21 2

3 3nT n n n= + + .

(1)求数列 na 的通项公式；

(2)令   
1

2 1 2 3n
n n

b
a a

=
- + ，求数列 nb 的前 n 项和 nR ；

(3)令  
1

1n
n n

c
a a

=
+ ，数列 nc 的前 n 项和为 nM ，证明：对一切正整数 n ，

1
3nM < 恒成立.

【答案】(1) 2na n=

(2)
1 1

12 16 12n
-

+

(3)证明见解析

【分析】（1）根据 na 与 nS 的关系求解即可.

（2）根据裂项相消法求和即可.

（3）结合放缩法得到 4n nc b< ，再求和证明即可.

【详解】（1）当 1n = 时， 1 1 2S T= = ；
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当 2n ³ 时，      3 23 2 2
1

1 2 1 21 1 1
3 3 3 3n n nS T T n n n n n n n n-= - = + + - - - - - - = + ，

1 2S = 也满足上式；

故 2
nS n n= + .

当 1n = 时， 1 1 2a S= = ；

当 2n ³ 时，    22
1 1 1 2n n na S S n n n n n-

é ù= - = + - - + - =ë û ，

1 2a = 也满足上式；

综上， 2na n= .

（2）      
1 1 1 1 1

2 1 2 3 4 1 4 3 4 4 1 4 3n
n n

b
a a n n n n

æ ö= = = -ç ÷- + - + - +è ø
，

故数列 nb 的前 n 项和

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
4 3 7 7 11 4 1 4 3 4 3 4 3 12 16 12nR

n n n n
æ ö æ ö= - + - + + - = - = -ç ÷ ç ÷- + + +è ø è ø

L .

（3）    
1 1 1 1

11 2 2 1 4
2

n
n n

c
a a n n n n

= = = ×
+ + æ ö+ç ÷

è ø
，

又对任意的 *nÎ N ：   2 2 3 1 3 1 4 1 4 3
2 2 16 4 4 16
n nn n n n n næ öæ ö+ > + - = - + = - +ç ÷ç ÷

è øè ø
，

所以      
1 1 1 1 4 4114 4 4 1 4 34 1 4 3

162

n nc b
n nn nn n

= × < × = =
- +æ ö - ++ç ÷

è ø
，

故
1 1 1 1 14

12 16 12 3 4 3 3nM
n n

æ ö< - = - <ç ÷+ +è ø
.

3．已知数列 na 的前 n 项和为 nS ，且边长为 n 的正方形的面积为 nS ．

(1)求 na 的通项公式；

(2)求   1
2

na

na
+

× 的前 n 项和 nT ；

(3)若数列  1

1
1n na a+

ì üï ï
í ý+ï ïî þ

的前 n 项和为 nH ，证明：
1
3nH < ．
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【答案】(1) 2 1na n= -

(2)   12 3 2 6n
nT n += - ´ +

(3)证明见解析

【分析】（1）求出
2

nS n= ，根据
1

1

, 1
, 2n

n n

S n
a

S S n-

=ì
= í - ³î

可得出数列 na 的通项公式；

（2）求得    
1

2 2 1 2
na n

na n
+

- ×× = ，利用错位相减法可求得 nT 的表达式；

（3）分析可知当 2n ³ 时，  1

1 1 1 1
1 2 2 1 2 1n na a n n+

æ ö< -ç ÷+ - +è ø
，验证 1

1
3

H < ，当 2n ³ 时，利用

放缩法结合裂项求和法可证明出
1
3nH < ，即可证得所求不等式成立.

【详解】（1）由题意得
2

nS n= ．

当 2n ³ 时，
2 2

1 ( 1) 2 1n n na S S n n n-= - = - - = - ．

当 1n = 时， 1 1 1a S= = ，满足 2 1na n= - .

故对任意的 n *Î N ， 2 1na n= - ．

（2）由（1）得    
1

2 2 1 2
na n

na n
+

- ×× = ，

则  2 32 3 2 5 2 2 1 2n
nT n= + ´ + ´ + + - ´L ，

 2 3 4 12 1 2 3 2 5 2 2 1 2n
nT n += ´ + ´ + ´ + + - ´L ，

两式相减得    2 3 12 2 2 2 2 2 1 2n n
nT n +- = + ´ + + + - - ´L

     
2 1

1 1
2 1 2

2 2 2 1 2 2 3 2 6
1 2

n
n nn n

-
+ +

´ -
= + ´ - - ´ = - + ´ -

-
，
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所以   12 3 2 6n
nT n += - ´ + ．

（3）当 2n ³ 时，       1

1 1 1 1 1 1
1 2 1 2 2 1 2 1 2 2 1 2 1n na a n n n n n n+

æ ö= < = -ç ÷+ + ´ - + - +è ø
，

所以 1
1 1
6 3

H = < ，

当 2n ³ 时，

   
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
6 2 3 5 2 5 7 2 2 1 2 1 6 6 2 2 1 3 2 2 1 3nH

n n n n
æ ö æ ö æ ö< + - + - + + - = + - = - <ç ÷ ç ÷ ç ÷- + + +è ø è ø è ø

L ，

故对任意的 n *Î N ，
1
3nH < .

4．已知数列 na 满足 1 1a = ， 1 1n na al+ = + （l 为常数）．

(1)是否存在常数l ，使得
1
2naì ü+í ý

î þ
为等比数列？若存在，求出l 的值，若不存在，请说明理

由；

(2)在（1）的结论下，当 na 为递增数列时，证明：
1 2 3

1 1 1 1 3
2na a a a

+ + + ×××+ < ．

【答案】(1)存在， 0l = 或 3l = ；

(2)证明见解析.

【分析】（1）假设
1
2naì ü+í ý

î þ
为等比数列，应用等比中项的性质列方程求参数，再验证即可得

结论；

（2）根据（1）及已知得  1 3 1
2

n
na = - ，应用放缩法及等比数列前 n 项和公式即可证.
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【详解】（1）由已知得
1
2naì ü+í ý

î þ
前三项分别为

3
2
，

3
2

l + ，
2 3

2
l l+ + ，

假设
1
2naì ü+í ý

î þ
为等比数列，则

2
23 3 3

2 2 2
l l læ ö æ ö+ = + +ç ÷ ç ÷

è ø è ø
，解得 0l = 或 3l = ，

当 0l = 时，
1
2naì ü+í ý

î þ
是每一项均为

3
2
的常数列，也是等比数列；

当 3l = 时，
1

1
2 31

2

n

n

a

a

+ +
=

+
，则

1
2naì ü+í ý

î þ
以 1

1 3
2 2

a + = 为首项，3 为公比的等比数列；

（2）由（1）知， 3l = 时  1 3 1
2

n
na = - 为递增数列，显然  1

1
1

1 1 33 1 1 1
2 2

a
a

= ´ - = Þ = < ，

当 2n ³ 时， 1

2 1
3 1 3n n-<

-
，则

1 2 1
1 2 3

111 1 1 1 1 1 1 3 1 331 113 3 3 2 3 21
3

n

n n
na a a a -

- æ ö+ + + ×××+ < + + + ×××+ = = - <ç ÷
è ø-

，

综上，
1 2 3

1 1 1 1 3
2na a a a

+ + + ×××+ < ，得证.

5．已知数列 na 中， 1 1
2 22

3
n

n
n

aa a
a+

+
= =

+
， ．

(1)设
1
2

n
n

n

ab
a

-
=

+ ，证明 nb 是等比数列，并求其通项公式；

(2)在数列 na 中任取三项  *, , , ,s t ra a a s t r Î N 作为三条线段的长，这三条线段能否组成三角

形？请说明理由；

(3)证明：  
1

41
3

n

k
k

a
=

- <å ．

{#{QQABDwQ4yugQlAbwyQ47EWOEzGq40pRzLKxOUxYc+QUFPolADAA=}#}



试卷第 7 页，共 11 页

【答案】(1)证明见解析，
1
4n nb =

(2)可以，证明见解析

(3)证明见解析

【分析】（1）由题设易得
1

1

1 11
2 4 2

n n

n n

a a
a a

+

+

- -
= ×

+ + ，可得
1 1

4
n

n

b
b

+ = ，进而结合等比数列的定义求证

即可，再根据等比数列的通项公式求解即可；

（2）由（1）可得
31

4 1n na = +
-

，易得
31 1 2

4 1n< + £
-

，设 s t ra a a£ £ ，再根据三角形的成

立条件求解即可；

（3）结合（2）可得 1
3 11

4 1 4n n na -- = £
-

，进而求证即可.

【详解】（1）由 1
2 2

3
n

n
n

aa
a+

+
=

+ ，

可得 1
2 2 11 1

3 3
n n

n
n n

a aa
a a+

+ -
- = - =

+ + ，
 

1

4 22 22 2
3 3

nn
n

n n

aaa
a a+

++
+ = + =

+ +
，

所以
1

1

1 11
2 4 2

n n

n n

a a
a a

+

+

- -
= ×

+ + ，

因为
1
2

n
n

n

ab
a

-
=

+ ，所以 1
1
4n nb b+ = ，即

1 1
4

n

n

b
b

+ = ，

又因为 1 2a = ，可得
1

1
1

1 2 1 1
2 2 2 4

ab
a

- -
= = =

+ + ，.

所以数列 nb 是首项为
1
4 ，公比为

1
4 的等比数列，则

1
4n nb = .

（2）由（1）知
1
2

n
n

n

ab
a

-
=

+ 且
1
4n nb = ，

可得
 

12 1 4 1 32 1 4 2 34 111 4 1 4 1 4 11
4

nnn
n

n n n n
n

n

ba
b

´ + - ++ +
= = = = = +

- - - --
，

因为 4 1 3n - ³ ，所以
1 10

4 1 3n< £
-

，所以
31 1 2

4 1n< + £
-

，

即1 2,1 2,1 2s t ra a a< £ < £ < £ ，

不妨设 s t ra a a£ £ ，有 2s t ra a a+ > ³ ，所以可以组成三角形.

（3）由（2）知，
31

4 1n na = +
-

，
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因为    
1 1

1 1 1

3 1 3 4 4 1 1 4
4 1 4 4 1 4 4 1 4

n n n

n n n n n n

- -

- - -

´ - + -
- = =

- - ´ - ´ ，

因为 14 1n- ³ 显然成立（当且仅当 1n = 时等号成立），

所以 1
3 1 0

4 1 4n n-- £
-

，即 1
3 11

4 1 4n n na -- = £
-

，

因此   1
1

11 4 1 441 1 3 3 4 31
4

n n

k n
k

a -
=

-
- £ = - <

´-
å ．

6．设数列 na 的前 n 项和为 nS ，满足  1 *
12 2 1n

n nS a n+
+= - + Î N ，且 1 2, 5a a + ， 3a 成等差数

列．

(1)求 1a 的值；

(2)求数列 na 的通项公式．

(3)证明：对一切正整数 n ，有 2
1

1 1 1 3
2na a a

+ + ×××+ < ．

【答案】(1) 1 1a =

(2) 3 2n n
na = -

(3)证明见解析

【详解】解法一：（1）因为
1 2

1 1 22 2 1,2 2 1n n
n n n nS a S a+ +

+ + += - + = - + ，两式相减得

1
2 13 2n

n na a +
+ += + ， 1 2 2 1 3 2 1 1 2 32 3, 2 3, 3 4 6 13, , 5,S a a a a a a a a a= - = + = + = + + 成等差数列
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 1 3 2 12 5 1a a a aÞ + = + Þ = ；

（2）由 1 21, 5a a= = 得， 1 3 2n
n na a+ = + 对 *n Î N 均成立，可知  1

1 2 3 2n n
n na a+

+ + = + ，故数列

 2n
na + 是以 3 为首项，3 为公比的等比数列，故

12 3 3 3n n n
na -+ = × = ，所以 3 2n n

na = - ．

（3）由于 1 1 13 3 2 3 2 2 2n n n n n- - -- = × ³ × = ，所以 13 2 3n n n-- ³ ，所以 1

1 1
3n

na -£ ，于是

1
1 2

11
1 1 1 1 1 3 1 331 113 3 2 3 21

3

n

n

n
na a a -

æ ö- ç ÷ é ùæ öè ø+ + ××× + £ + + ×××+ = = - <ê úç ÷
è øê úë û-

．

解法二：由探路，即令
1 3 1,

1 2 3
q

q
= =

-
，故即证：

1 1
13 2 1 3 2 2

3 2 3

n n
n n

n n

- -
--

£ Þ × ³
-

成立，得证．

7．已知 na 是公差为 2 的等差数列，其前 8 项和为 64． nb 是公比大于 0 的等比数列，

1 3 24, 48b b b= - = ．

（I）求 na 和 nb 的通项公式；

（II）记 2
*1 ,n n

n

c
b

b n N= + Î ，

（i）证明 2
2n nc c- 是等比数列；

（ii）证明  *1

1
2

2

2 2
n

k

k k

k

k

a n N
c

a
c
+

=

< Î
-å

【答案】（I） 2 1,na n n N *= - Î ， 4 ,n
n Nb n *= Î ；（II）（i）证明见解析；（ii）证明见解析.

【分析】（I）由等差数列的求和公式运算可得 na 的通项，由等比数列的通项公式运算可得
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 nb 的通项公式；

（II）（i）运算可得 2
2 2 4n n

nc c = ×- ，结合等比数列的定义即可得证；

（ii）放缩得
2

1
2

2
2

4
2 2

nn

n
n

n

a n
c

a
c
+ <

- × ，进而可得 1
1

1 12
2

1
22

n
k

k

n
k

k
k kk

a k
c c

a +
-

= =

<
-å å ，结合错位相减法即可得证.

【详解】（I）因为 na 是公差为 2 的等差数列，其前 8 项和为 64．

所以 1 2 8 1
8 78 2 64

2
a a a a ´

+ + ×××+ = + ´ = ，所以 1 1a = ，

所以  1 2 1 2 1,n n n n Na a *= + - = - Î ；

设等比数列 nb 的公比为  , 0q q > ，

所以  2 2
13 2 1 484q bb b q qb q= = - =-- ，解得 4q = （负值舍去），

所以 1
1 4 ,n n

nb q n Nb - *= = Î ；

（II）（i）由题意， 2
2 14

4
1

n n
n

n
nb

c b =+ += ，

所以
2

2
2

2 4
2

1 14 4 2 4
4 4

n n n
n nn nc c æ ö æ ö= + - + = ×ç ÷ ç ÷

è ø è ø
- ，

所以 2
2 0n nc c ¹- ，且

2
1 2 2
2

2

12 4 4
2 4

n n

n

n

n
n

c c
c c

+
+

+ ×
= =

×
-
- ，

所以数列 2
2n nc c- 是等比数列；

（ii）由题意知，
   2 2

1
2 2

2
2

2 1 2 1 4 1 4
2 4 2 2 2 2

n
n

nn

n
n n

n na n n
c c

a + - + -
= = <

- × × × ，

所以
2

1
2 2 1

2

4 2 1
2 2 22 2 2

n

n

n
n nn

n

a n na n
c c

+
-< = = ×

- × ×
，

所以 1
1

1 12
2

1
22

n
k

k

n
k

k
k kk

a k
c c

a +
-

= =

<
-å å ，

设 1 0 1 2 1
1

1 2 3
2 2 2 2 2

n

n k n
k

k nT - -
=

= = + + + × × × +å ，

则 1 2 3

1 1 2 3
2 2 2 2 2n n

nT = + + + × × × + ，

两式相减得 2 1

11 1
1 1 1 1 221 212 2 2 2 2 2 21

2

n

n n n n n

n n nT -

æ ö× -ç ÷ +è ø= + + + × × × + - = - = -
-

，

所以 1
24

2n n
nT -

+
= - ，

所以 1
1 1

1 12
2

1 1 24 2 2
2 22 2

n n
k

k n
k kk

k

k

a k n
c c

a +
- -

= =

+æ ö< = - <ç ÷- è ø
å å .

【点睛】关键点点睛：

{#{QQABDwQ4yugQlAbwyQ47EWOEzGq40pRzLKxOUxYc+QUFPolADAA=}#}
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最后一问考查数列不等式的证明，因为 2
1

1 2

n
k

k

k

kk

a
c c

a +

= -å 无法直接求解，应先放缩去除根号，再由

错位相减法即可得证.
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