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导数含参练习

一、解答题

1．已知函数    2 ln Rf x ax x a= - Î ．

(1)若曲线  y f x= 在点   1, 1f 处的切线的斜率为 3- ，求 a 的值；

(2)求  f x 的单调区间；

【答案】(1) 1a = - ；

(2)答案见解析.

【知识点】已知切线（斜率）求参数、利用导数求函数（含参）的单调区间

【分析】（1）应用导数的几何意义有 (1) 2 1 3f a¢ = - = - ，即可求；

（2）对函数求导，根据导数的区间符号求单调区间.

【详解】（1）由题设
1( ) 2f x ax
x

¢ = - ，则 (1) 2 1f a¢ = - ，

又在点   1, 1f 处的切线的斜率为 3- ，则 2 1 3a - = - ，可得 1a = - ；

（2）由题设
21 2 1( ) 2 axf x ax

x x
-¢ = - = 且 0x > ，

当 0a £ ，则 ( ) 0f x¢ < ，故  f x 在 (0, )+¥ 上单调递减，

当 0a > ，则
1( ) 0
2

f x x
a

¢ > Þ > ，
1( ) 0 0
2

f x x
a

¢ < Þ < < ，

所以  f x 在
1(0, )
2a

上单调递减，在
1( , )
2a

+¥ 上单调递增，

综上， 0a £ 时，  f x 的递减区间为 (0, )+¥ ，无递增区间，

0a > 时，  f x 的递减区间为
1(0, )
2a

，递增区间为
1( , )
2a

+¥ .

2．已知函数 ( ) ln 2f x x x= + .

(1)求曲线 ( )y f x= 在点 (2, (2))f 处的切线方程；

(2)求曲线 ( ) 2y f x x= - 的单调区间和极值；

(3)若函数 ( )y f x ax= + 在区间 (e, )+¥ 上为单调递增函数，求实数 a 的取值范围.

【答案】(1)  ln 2 1y x= + ；

(2)单调递增区间为 (e,+ )¥ ，单调递减区间为 (0, e)，极小值为 2ey = - + ，无极大值；
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(3)[ 2, )- +¥ .

【知识点】求已知函数的极值、求在曲线上一点处的切线方程（斜率）、由函数在区间上的

单调性求参数、利用导数求函数的单调区间（不含参）

【分析】（1）求 ( )f x¢ ， (2)f ， (2)k f ¢= ，利用点斜式求出 ( )y f x= 在点 (2, (2))f 处的切线

方程；

（2）求出 22lnx xy x= - + ，求 y¢，利用导数法求出 22lnx xy x= - + 的单调性，利用单调

性得到极值；

（3）求出 ( ) ln 2y f x ax x x ax= + = + + ，求出 y¢，由 ( )y f x ax= + 在区间 (e, )+¥ 上为单调递

增函数，得到 0y¢ ³ 在区间 (e, )+¥ 上恒成立，从而得到 ln 1a x³ - - 在区间 (e, )+¥ 上恒成立，

构造函数 ( ) ln 1g x x= - - ，利用导数法得到 ( ) ln 1g x x= - - 在区间 (e, )+¥ 上的单调性，从而

得到 ( ) (e)g x g< ，则有 2a ³ - ，即为实数 a 的取值范围.

【详解】（1） ( ) ln 2f x x x= +Q ， ( ) ln 1f x x¢\ = + ，

(2) 2 ln 2 2f = + ， (2) ln 2 1k f ¢= = + ，

( )y f x\ = 在点 (2, (2))f 处的切线方程     2ln 2 2 ln 2 1 2y x- + = + - ，

即  ln 2 1y x= + ；

（2） ( ) ln 2f x x x= +Q ， 22lnx xy x= - +\ ， 1lny x¢\ = - ，

当 1 0ln xy¢ = - > ，即 ex> 时， 22lnx xy x= - + 为单调递增函数；

当 1 0ln xy¢ = - < ，即0 ex< < 时， 22lnx xy x= - + 为单调递减函数；

故 22lnx xy x= - + 的单调递增区间为 (e,+ )¥ ，单调递减区间为 (0, e)；

当 ex= 时， 22lnx xy x= - + 取极小值为 2ey = - + ，无极大值.

（3） ( ) ln 2f x x x= +Q ， ( ) ln 2y f x ax x x ax\ = + = + + ，

ln 1y x a¢\ = + + ，

( )y f x ax= +Q 在区间 (e, )+¥ 上为单调递增函数，

0y¢\ ³ 在区间 (e, )+¥ 上恒成立，

ln 1 0x a\ + + ³ 在区间 (e, )+¥ 上恒成立，

ln 1a x\ ³ - - 在区间 (e, )+¥ 上恒成立，

设 ( ) ln 1g x x= - - ，

1( )g x
x

¢ = - ，
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ex >Q ，
1( ) 0g x
x

¢\ = - < ，

( ) ln 1g x x\ = - - 在区间 (e, )+¥ 上为单调递减函数，

( ) (e) 2g x g\ < = - ，

2a\ ³ - ，

( )y f x ax\ = + 在区间 (e, )+¥ 上为单调递增函数，实数 a 的取值范围为[ 2, )- +¥ .

3．已知函数   ln 1,f x x ax a= + - Î R .

(1)当 1a = 时，求曲线  f x 在点   1, 1f 处的切线方程；

(2)讨论  f x 的单调性；

(3)若  f x 有极大值  g a ，解关于 a的不等式   12 4g a a
a

> - - .

【答案】(1) 2 2y x= -

(2)答案见解析

(3)  , 1¥- -

【知识点】求在曲线上一点处的切线方程（斜率）、利用导数求函数（含参）的单调区间、

求已知函数的极值

【分析】（1）根据导数的几何意义直接求解即可；

（2）分 0a ³ 和 0a < 两种情况讨论求解即可；

（3）根据（2）得   1ln 2g a
a

æ ö= - -ç ÷
è ø

，进而得
1 12ln 0a
a a

æ ö- - + >ç ÷
è ø

，再令
1 , 0t t
a

= - > 将不等

式转化为
12ln 0t t
t

+ - > ，最后构造函数研究函数的性质解不等式.

【详解】（1）解：当 1a = 时，   ln 1f x x x= + - ，则  1 0f =

  1 1f x
x

¢ = + ，   11 1 2
1

f = + =¢ ，

所以曲线  f x 在点   1, 1f 处的切线方程为  0 2 1y x- = - ，即 2 2y x= -

所以，曲线  f x 在点   1, 1f 处的切线方程是 2 2y x= - .

（2）解：函数   ln 1,f x x ax a= + - Î R的定义域为  0, ¥+ ，   1 1 axf x a
x x

¢ +
= + =

所以，当 0a ³ 时，   0f x¢ ³ 在  0, ¥+ 恒成立，  f x 在  0, ¥+ 上单调递增；
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当 0a < 时，令   1 0axf x
x

+¢ = = 得
1x
a

= - ，

  当
10,x
a

æ öÎ -ç ÷
è ø

时，   0f x¢ > ，当
1 ,x
a

¥æ öÎ - +ç ÷
è ø

时，   0f x¢ < ，

所以  f x 在
10,
a

æ ö-ç ÷
è ø

上单调递增，在
1 ,
a

¥æ ö- +ç ÷
è ø

上单调递减；

综上，当 0a ³ 时，  f x 在  0, ¥+ 上单调递增；当 0a < 时，  f x 在
10,
a

æ ö-ç ÷
è ø

上单调递增，

在
1 ,
a

¥æ ö- +ç ÷
è ø

上单调递减.

（3）解：由（2）知，当 0a ³ 时，  f x 在  0, ¥+ 上单调递增，函数  f x 无极值；

当 0a < 时，  f x 在
10,
a

æ ö-ç ÷
è ø

上单调递增，在
1 ,
a

¥æ ö- +ç ÷
è ø

上单调递减，

所以函数  f x 在
1x
a

= - 处取得极大值，无极小值.

所以，当 0a < 时，函数  f x 有极大值   1 1ln 2g a f
a a

æ ö æ ö= - = - -ç ÷ ç ÷
è ø è ø

.

不等式   12 4g a a
a

> - - 即为
1 12ln 4 4a
a a

æ ö- - > - -ç ÷
è ø

，整理得
1 12ln 0a
a a

æ ö- - + >ç ÷
è ø

，

令
1 , 0t t
a

= - > ，则不等式化简为
12ln 0t t
t

+ - >

令    12ln 0h t t t t
t

= + - > ，则    2

2

1
0

t
h t

t
- -

¢ = £ ，

所以函数  h t 在  0, ¥+ 上单调递减，

又因为  1 0h = ，

所以 ( ) 0h t > 的解集为  0,1 ，即  1 0,1t
a

= - Î

所以  , 1a ¥Î - - ，即   12 4g a a
a

> - - 的解集为  , 1¥- - ，

所以，关于 a的不等式   12 4g a a
a

> - - 的解集为  , 1¥- - .

4．已知函数    3 22 2 0f x x ax a= - + >

(1)讨论  f x 的单调性；

(2)当 0 < < 3a 时，记  f x 在区间 0,1 的最大值为M ，最小值为m ，求M m- 的取值范围.

【答案】(1)答案见解析

(2)
8 ,2
27

é ö
÷êë ø
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【知识点】利用导数求函数（含参）的单调区间、由导数求函数的最值（含参）、函数单调

性、极值与最值的综合应用

【分析】（1）先求  f x 的导数，直接根据 a的范围，讨论导函数的正负，即可求解函数单

调性；

（2）讨论 a的范围，利用函数的单调性进行最大值和最小值的判断，进而求解M m- 的取

值范围.

【详解】（1）由   3 22 2f x x ax= - + ，可得    26 2 2 3f x x ax x x a¢ = - = - ，

令   0f x¢ = ，得 0x = 或
3
ax = .

因为 0a > ，则当  ,0 ,
3
ax æ öÎ -¥ È +¥ç ÷

è ø
时，   0f x¢ > ；当 0,

3
ax æ öÎç ÷

è ø
时，   0f x¢ < .

 ,0Î -¥x 时，   0f x¢ > ，  f x 单调递增；

0,
3
ax æ öÎç ÷

è ø
时，   0f x¢ < ，  f x 单调递减；

,
3
ax æ öÎ +¥ç ÷

è ø
时，   0f x¢ > ，  f x 单调递增.

（2）当 0 < < 3a 时，由（1）可知，  f x 在 0,
3
aæ ö

ç ÷
è ø

单调递减，在 ,1
3
ax æ öÎç ÷

è ø
单调递增，所以  f x

在 0,1 的最小值为
3

2
3 27
a af æ ö = - +ç ÷

è ø
，最大值为  0 2f = 或  1 4f a= - .

所以
3

2
27
am = - + ，

4 ,0 2,
2,2 3.

a a
M

a
- < <ì

= í £ <î

所以

3

3

2 ,0 2,
27

,2 3.
27

aa a
M m

a a

ì
- + < <ïï- = í

ï £ <ïî

.

当0 2a< < 时，设  
3

2
27
ah a a= - + ，  

2

1 0
9
ah a = - + <¢ ，  h a 单调递减，

因为  0 2h = ，   82
27

h = ，所以M m- 的取值范围是
8 ,2
27

æ ö
ç ÷
è ø

.

当 2 3a£ < 时，
3

27
a

单调递增，所以M m- 的取值范围是
8 ,1
27

é ö
÷êë ø

.

综上，M m- 的取值范围是
8 ,2
27

é ö
÷êë ø

.
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5．已知函数   ln 1.af x x
x

= - -

(1)当 0a = 时， 求曲线     1, 1y f x f= 在点 处的切线方程;

(2)求  f x 的单调区间;

(3)设函数  
ln
x ag x

x
+

=  ，求证: 当 1 0a- < < 时，  g x 在  1, +¥ 上存在极小值.

【答案】(1) 2 0x y- - =

(2)答案见解析

(3)证明见解析

【知识点】利用导数求函数（含参）的单调区间、函数极值点的辨析、求在曲线上一点处的

切线方程（斜率）

【分析】（1）求导，确定切线斜率即可求解；

（2）求导，通过讨论 0a ³ 和 0a < ，确定导数符号，即可求解；

（3）由    
 2ln

f x
g x

x
=¢ ，结合（2）确定  g x 在  1, ¥+ 上的单调性，即可求证.

【详解】（1）当 0a = 时，

  ln 1.f x x= -

  1f x
x

¢ = ，则  1 1f ¢ = ，又  1 1f = - ，

所以曲线     1, 1y f x f= 在点 处的切线方程为 1 1y x+ = - ，

即 2 0x y- - = .

（2）解：由    2 2
1 0a x af x x
x x x

¢ +
= + = > 得：

① 0a ³ 时，   0f x¢ > ，∴  f x 在  0, ¥+ 递增；

② 0a < 时，若  ,x a ¥Î - + 时，   0f x¢ > ，若  0,x aÎ - ，则   0f x¢ < ，故  f x 在  ,a ¥- +

递增，在  0, a- 递减；

综上：当 0a ³ 时，  f x 的单调递增区间是  0, ¥+ ，误减区间；

当 0a < 时，  f x 的单调递增区间是  ,a ¥- + ，单调递减区间是  0, a- ；
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（3）由  
ln
x ag x

x
+

= 得：  
 

 
 2 2

ln 1

ln ln

ax f xxg x
x x

¢
- -

= = ，

因为 1 0a- < < ，由（2）得：  f x 在  ,a ¥- + 递增，又因为  1 1 0f a= - - < ，

取 ex= ，显然 e 1> ，  e 0
e
af -

= > ，

∴存在  0 1,ex Î 满足  0 0g x¢ = ，

令   0g x¢ > ，解得： 0x x> ，

令   0g x¢ < ，解得： 01 x x< < ，

故  g x 在  01, x 递减，在  0 ,x ¥+ 递增，

∴ 1 0a- < < 时，  g x 在  1, ¥+ 存在极小值.

6．已知函数 2( ) ln (1 2 ) 1( R)f x x mx m x m= - + - + Î .

(1)若 1m = ，求函数 ( )f x 在 1x = 处的切线方程；

(2)讨论函数 ( )f x 的单调性：

(3)若对定义域内的任意 x ，都有 ( ) 0f x £ 恒成立，求整数m 的最小值.

【答案】(1) 2 1 0x y+ - = ；

(2)答案见解析；

(3)1.

【知识点】求在曲线上一点处的切线方程（斜率）、利用导数求函数（含参）的单调区间、

利用导数研究不等式恒成立问题

【分析】（1）把 1m = 代入，求出 ( )f x 的导数，再利用导数的几何意义求出切线方程.

（2）求出 ( )f x 的导数，再分类讨论求出函数的单调性.

（3）将给定不等式分离参数，构造函数 2
ln 1( )

2
x xg x

x x
+ +

=
+

，利用导数求出最大值即可.

【详解】（1）当 1m = 时， 2( ) ln 1f x x x x= - - + ，求导得
1( ) 2 1f x x
x

¢ = - - ，则 (1) 2f ¢ = - ，

而 (1) 1f = - ，

所以函数 ( )f x 在 1x = 处的切线方程为 1 2( 1)y x+ = - - ，即 2 1 0x y+ - = .

（2）函数 2( ) ln (1 2 ) 1( R)f x x mx m x m= - + - + Î 的定义域为 (0, )+¥ ，
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求导得  
21 2 (2 1) 1 (2 1)( 1)2 1 2 mx m x mx xf x mx m

x x x
+ - - - +

= -¢ - + - = - = ，

当 0m £ 时， ( ) 0f x¢ > ，函数 ( )f x 在 (0, )+¥ 上单调递增；

当 0m > 时，由 ( ) 0f x¢ > ，得
10

2
x

m
< < ；由 ( ) 0f x¢ < ，得

1
2

x
m

> ，

函数 ( )f x 在
1(0, )

2m
上单调递增，在

1( , )
2m

+¥ 上单调递减，

所以当 0m £ 时，函数 ( )f x 在 (0, )+¥ 上单调递增；

当 0m > 时，函数 ( )f x 在
1(0, )

2m
上单调递增，在

1( , )
2m

+¥ 上单调递减.

（3）函数 2( ) ln (1 2 ) 1( R)f x x mx m x m= - + - + Î 的定义域为 (0, )+¥ ，

 0,x ¥" Î + ，不等式
2

2

ln 1( ) 0 ln (1 2 ) 1 0
2

x xf x x mx m x m
x x

+ +
£ Û - + - + £ Û ³

+
恒成立，

令函数 2
ln 1( )

2
x xg x

x x
+ +

=
+

，求导得 2 2
( 1)( 2 ln )( )

( 2 )
x x xg x

x x
- + +¢ =

+
，

令函数 ( ) ( 2 ln )h x x x= - + ，求导得
2( ) (1 ) 0h x
x

¢ = - + < ，函数 ( )h x 在 (0, )+¥ 上单调递减，

而 (1) 1 0h = - < ，
1 1( ) 2 ln 2 0
2 2

h = - > ，则 0
1( ,1)
2

x$ Î ，使得 0( ) 0h x = ，即 0 02ln 0x x+ = ，

当 0(0, )x xÎ 时，    0, 0h x g x¢> > ；当 0( , )x xÎ +¥ 时，    0, 0h x g x¢< < ，

函数 ( )g x 在 0(0, )x 上单调递增，在 0( , )x +¥ 上单调递减，

则
0 0 0 0 0

max 0 2 2
0 0 0 0 0 0 0

ln 1 2ln 2 2 2 1 1( ) ( ) ( ,1)
2 2( 2 ) 2 ( 2) 2 2

x x x x xg x g x
x x x x x x x

+ + + + +
= = = = = Î

+ + + ，

而 0( )m g x³ ，所以整数 m 的最小值为 1.

7．已知函数    1 ln 1f x m x x= - - - ．

(1)若  f x 的极小值小于 1- ，求m 的取值范围；

(2)当 1m > 时，判断     exg x f x x m= + - 的零点个数并写出证明过程．

【答案】(1)    , 1 1,0-¥ - -U ；

(2)2 个零点，证明见解析

【知识点】根据极值求参数、求函数零点或方程根的个数、利用导数研究函数的零点

【分析】（1）函数求导后，根据参数m 的取值分类讨论，得 0m < 时极小值
1 1f
m

æ ö- < -ç ÷
è ø

，

构造函数    1 ln ( 0)u m m m m= + + - < ，求导得  max( ) 1 0u m u= - = ，即可求不等式   0u m <

{#{QQABAwQ8wugYsATxiB57E2eUygsY0JVxLqxOkUYU6QUANotADAA=}#}



试卷第 9 页，共 15 页

的解集；

（2）由
ln 1e 0x x m

x
+

- - = ，令    ln 1e , 0,x xv x m x
x

¥+
= - - Î + ，对其求导，令

   2e ln , 0,xr x x x x ¥= + Î + ，

求导判断  r x 在区间  0, ¥+ 上单调递增，结合零点存在定理，得 0
1 ,1
e

x æ ö$ Îç ÷
è ø

使  0 0r x = ，

求出  v x 的最小值为  0v x ，由  0 0r x = 可得
0

0 0
0

1e , lnx x x
x

= = - ，故  v x 的最小值

 0 1v x m= - ，讨论1 m- ，即可得函数  g x 的零点个数．

【详解】（1）函数  f x 的定义域为  0, ¥+ ，且   1 1mxf x m
x x

¢ +
= - - = - ，

当 0m ³ 时，易得    0,f x f x¢ < 在  0, ¥+ 上单调递减，则  f x 无极小值，不满足；

当 0m < 时，由   0f x¢ > ，得
1x
m

> - ，即  f x 在
1 ,
m

¥æ ö- +ç ÷
è ø

上单调递增；

由   0f x¢ < ，得
10 x
m

< < - ，即  f x 在
10,
m

æ ö-ç ÷
è ø

上单调递减，

所以  f x 的极小值为  1 lnf m m
m

æ ö- = + -ç ÷
è ø

，而  f x 的极小值小于 1- ，

所以  ln 1m m+ - < - ，即  1 ln 0m m+ + - < ，

令    1 ln ( 0)u m m m m= + + - < ，则   1 11 mu m
m m

¢ +
= + = ，

所以当  , 1m ¥Î - - 时，   0u m¢ > ，当  1,0mÎ - 时，   0u m¢ < ，

则  u m 在  , 1¥- - 上单调递增，在  1,0- 上单调递减， max( ) ( 1) 0u m u= - =

所以   0u m < ，可得    , 1 1,0m ¥Î - - È - .

故m 的取值范围为    , 1 1,0¥- - È - .

（2）      e e ln 1, 0,x xg x f x x m x x mx x ¥= + - = - - - Î + ．

令   0g x = ，得
ln 1e 0x x m

x
+

- - = ，

令    ln 1e , 0,x xv x m x
x

¥+
= - - Î + ，则  g x 与  v x 有相同的零点，

且     2

2 2

1 ln 1 e lne
x

x x x xv x
x x

- + +
=¢ - = ．

令    2e ln , 0,xr x x x x ¥= + Î + ，则    2 12 exr x x x
x

=¢ + + ，
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因为 0x > ，则   0r x¢ > ，所以  r x 在区间  0, ¥+ 上单调递增，

又  
1 2
e1 e 1 0, 1 e>0

e
r r

-æ ö = - < =ç ÷
è ø

，所以 0
1 ,1
e

x æ ö$ Îç ÷
è ø

，使得  0 0r x = ，

当  00,x xÎ 时，   0r x < ，即   0v x¢ < ；当  0 ,x x ¥Î + 时，   0r x > ，即   0v x¢ > ，

所以  v x 在  00, x 单调递减，在  0 ,x ¥+ 单调递增，最小值为   0 0
0

0

ln 1ex xv x m
x

+
= - - ．

由  0 0r x = ，得
0 02

0 0 0 0
0 0 0

1 1 1e ln 0 e ln lnx xx x x x
x x x

+ = Û = - = ，即 0 0

1ln

0
0

1e ln ex xx
x

= × ，

令    e , 0,xx x xj ¥= Î + ，则    1 e 0xx xj = + >¢ ，则  xj 在  0, ¥+ 单调递增，

因为 0
1 1
e

x< < ，所以
0

1ln 0
x

> ，则  0
0

1lnx
x

j j
æ ö

= ç ÷
è ø

，

所以 0
0

1lnx
x

= ，从而
0

0 0
0

1e , lnx x x
x

= = - ，

所以  v x 的最小值   0 0 0
0

0 0 0

ln 1 11e 1x x xv x m m m
x x x

+ - +
= - - = - - = - ，

又当 x 趋近于 0 时，  v x 趋近于+¥，当 x 趋近于+¥时，  v x 趋近于+¥，

当 1m > 时，  1 0,m v x- < 有 2 个零点，

故  g x 有 2 个零点．

8．已知函数
1( ) ( 1) lnf x ax a x
x

= - - + ．

(1)讨论 ( )f x 的单调性；

(2)若 ( )f x 在  0,1 内的最大值为 2，求 a的值；

(3)若   1f x x
x

³ - ，求 a的取值范围．

【答案】(1)答案见解析

(2) ea = ；

(3)
e 1,
e 1

+é ö+¥÷ê -ë ø
．

【知识点】已知函数最值求参数、利用导数求函数（含参）的单调区间、利用导数研究不等

式恒成立问题

【分析】（1）求导，分 0a £ 、0 1a< < 、 1a = 、 1a > 四种情况讨论；

（2）结合第 1 问的单调性求出最值即可；
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（3）利用参变分离求最值即可.

【详解】（1）求导得     
2 2

1 11 1 ( 0)
x axaf x a x

x x x
- -+

= + - = >¢ ，

当 0a £ 时， 1 0ax- < ，则 ' ( ) 0f x > ，得0 1x< < ， ' ( ) 0f x < ，得 1x > ，

所以  f x 在  0,1 上单调递增，在  1, ¥+ 上单调递减；

当 0a > 时，令 ' ( ) 0f x = ，解得 1x = 或
1
a ，

当0 1a< < 时，
11
a

< ，则   0f x¢ > ，得0 1x< < 或
1x
a

> ， ' ( ) 0f x < ，得
11 x
a

< < ，

则  f x 在
11,
a

æ ö
ç ÷
è ø

内单调递减，在  0,1 和
1 ,
a

¥æ ö+ç ÷
è ø

上单调递增；

当 1a = 时，
11
a

= ， ' ( ) 0f x ³ ，则  f x 在区间 (0, +¥）上单调递增；

当 1a > 时，
11
a

> ，则 ' ( ) 0f x > ，得
10 x
a

< < 或 1x > ， ' ( ) 0f x < ，得
1 1x
a

< < ，

则  f x 在区间
1 ,1
a

æ ö
ç ÷
è ø

内单调递减，在
10,
a

æ ö
ç ÷
è ø

和  1, ¥+ 上单调递增，

综上， 0a £ 时，  f x 在  0,1 上单调递增，在  1, ¥+ 上单调递减；

0 1a< < 时，  f x 在
11,
a

æ ö
ç ÷
è ø

内单调递减，在  0,1 和
1 ,
a

¥æ ö+ç ÷
è ø

上单调递增；

1a = 时，  f x 在区间 (0, +¥）上单调递增；

1a > 时，  f x 在区间
1 ,1
a

æ ö
ç ÷
è ø

内单调递减，在
10,
a

æ ö
ç ÷
è ø

和  1, ¥+ 上单调递增.

（2）由（1）知，当 1a £ 时，  f x 在  0,1 内单调递增，

则    max
1 1 2f x f a= = - = ，解得 3a = 与 1a £ 矛盾；

当 1a > 时，  f x 在
10,
a

æ ö
ç ÷
è ø

上单调递增，在
1 ,1
a

æ ö
ç ÷
è ø

上单调递减，

所以    max

1 11 1 ln 2f x f a a
a a

æ ö= = - - + =ç ÷
è ø

，即 ( 1) ln 1 0a a a- + + = ，

令    1 ln 1( 1)g x x x x x= - + + > ，则   1ln 0g x x
x

= - - <¢ ，

则  g x 在 (1, )+¥ 上单调递减，

又    e e e 1 lne 1 0g = - + + = ，故 ea = ；

综上， ea = .
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（3）由   1f x x
x

³ - 可得  1 11 lnax a x x
x x

- - + ³ - ，

即  ln lna x x x x- ³ + ，

令   lnh x x x= - ，则   1 11 xh x
x x

¢ -
= - = ，

则   0h x¢ > 得 1x > ；   0h x¢ < 得0 1x< < ，

则  h x 在  0,1 上单调递减，在  1, ¥+ 上单调递增，

则    1 1 0h x h³ = > ，则 ln 0x x- > ，

故
ln
ln

x xa
x x

+
³

-
，令   ln

ln
x xk x
x x

+
=

-
，

则    
 2

2 1 ln

ln

x
k x

x x
=

-
¢

-
，令 ' ( ) 0k x = ，解得 ex= ，

则当0 ex< < 时， ' ( ) 0k x > ，当 ex> 时， ' ( ) 0k x < ，

则  k x 在  0,e 上单调递增，在  e,+¥ 上单调递减，

则    max

e 1e
e 1

k x k +
= =

-
，所以

e 1
e 1

a +
³

-
，

故 a的取值范围为
e 1,
e 1

¥+é ö+ ÷ê -ë ø
．

9．已知函数      2 2ln 1 e .xf x ax x g x x ax a= - - = - Î R，

(1)求  g x 在 0x = 处的切线方程;

(2)讨论  f x 的单调性;

(3)证明:     .f x g x x+ ³

【答案】(1) y x=

(2)答案见解析

(3)证明见解析

【知识点】利用导数证明不等式、利用导数求函数（含参）的单调区间、求在曲线上一点处

的切线方程（斜率）

【分析】（1）借助导数的几何意义计算即可得；

（2）求导后分 0a £ 及 0a > 讨论即可得；
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（3）令      F x f x g x x= + - ，则     11 exF x x
x

æ ö= + -ç
è

¢ ÷
ø
，构造函数   1exh x

x
= - ，结合零

点存在性定理可得  h x 在  0, ¥+ 上存在唯一零点 0x ，则可得  F x 单调性，即可得其最小

值  0F x ，即可得证.

【详解】（1）  0 0g = ，    1 e 2xg x x ax+¢ = - ，则  0 1g¢ = ，

又  0 0g =  g x 在 0x = 处的切线方程为 y x= .

（2）由题意可得：  f x 的定义域为  0, +¥ ，  
21 2 12 axf x ax

x x
=¢ -

= - ，

当 0a £ 时，则 22 1 0ax - < 在  0, ¥+ 上恒成立，可知  f x 在  0, ¥+ 上单调递减；

当 0a > 时，令   0f x¢ > ，解得
1

2
x

a
> ；令   0f x¢ < ，解得

10
2

x
a

< < ，

可知  f x 在
10,

2a
æ ö
ç ÷ç ÷
è ø

上单调递减，在
1 ,

2a
æ ö

+¥ç ÷ç ÷
è ø

上单调递增；

综上所述：当 0a £ 时，  f x 在  0, ¥+ 上单调递减；

当 0a > 时，  f x 在
10,

2a
æ ö
ç ÷ç ÷
è ø

上单调递减，在
1 ,

2a
æ ö

+¥ç ÷ç ÷
è ø

上单调递增.

（3）令       e ln 1xF x f x g x x x x x= + - = - - - ， 0x > ，

则      1 11 e 1 1 ex xF x x x
x x

æ ö= + - - = + -ç
è

¢ ÷
ø
，

由 0x > 可知 1 0x + > ，令   1exh x
x

= - ， 0x > ．

因为 exy = ，
1y
x

= - 在  0, ¥+ 上单调递增，则  h x 在  0, ¥+ 上单调递增，

且
1 e 2 0
2

hæ ö = - <ç ÷
è ø

，  1 e 1 0h = - > ，

可知  h x 在  0, ¥+ 上存在唯一零点 0
1 ,1
2

x æ öÎç ÷
è ø

，
0

0

1e 0x

x
- = ，

当 00 x x< < ，则   0h x < ，即   0F x¢ < ；

当 0x x> ，则   0h x > ，即   0F x¢ > ，

可知  F x 在  00, x 上单调递减，在  0 ,x +¥ 上单调递增，

则     0
0 0 0 0e ln 1xF x F x x x x³ = - - - ，
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又因为
0

0

1e 0x

x
- = ，则

0

0

1ex

x
= ， 0

0e x x- = ， 0
1 ,1
2

x æ öÎç ÷
è ø

，

可得   0
0 0 0

0

1 ln e 1 0xF x x x
x

-= ´ - - - = ，

即   0F x ³ ，所以    f x g x x+ ³ .

故可证明    f x g x x+ ³ .

10．已知函数    1 1 lnf x ax a x
x

= - - + ， Ra Î .

(1)若 0a = ，求  y f x= 的单调区间.

(2)若 1a ³ ，且   1f x > 在区间
1 ,e
e

é ù
ê úë û

上恒成立，求 a的范围.

【答案】(1)答案见解析

(2)  2,a Î +¥

【知识点】利用导数求函数的单调区间（不含参）、利用导数求函数（含参）的单调区间、

利用导数研究不等式恒成立问题

【分析】（1）求导，直接判断函数单调区间；

（2）分情况讨论函数单调性，即可判断函数最值，进而解决不等式恒成立问题.

【详解】（1）当 0a = 时，   1 lnf x x
x

= - - ， 0x > ，

则   2 2
1 1 1 xf x
x x x

-
= - =¢ ，

令   2
1 0xf x

x
-¢ = = ，解得 1x = ，

且当  0,1x Î 时，   0f x¢ > ，函数  f x 单调递增；

当  1,x ¥Î + 时，   0f x¢ < ，函数  f x 单调递减；

即函数  f x 的单调递增区间为  0,1 ，单调递减区间为  1, ¥+ ；

（2）由已知    1 1 lnf x ax a x
x

= - - + ， 0x > ，

得     
2 2

1 11 1 ax xaf x a
x x x

- -+
= + =¢ - ，

令   0f x¢ = ，解得 1
1x
a

= ， 2 1x = ，

当 1a = 时， 1 2 1x x= = ，此时     
2

1 1
0

ax x
f x

x
¢

- -
= ³ 恒成立，

即函数  f x 在  0, ¥+ 上单调递增，
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又
1 ,e
e

x é ùÎ ê úë û
，所以  min

1 1 e 2 1
e e

f x f æ ö= = - + <ç ÷
è ø

，所以不满足题意；

当 1a > 时， 1 2x x< ，此时函数  f x 在
10,
a

æ ö
ç ÷
è ø

和  1, ¥+ 上单调递增，在
1 ,1
a

æ ö
ç ÷
è ø

上单调递减；

①当
1 1

ea
£ ，即 ea ³ 时，函数  f x 在

1 ,1
e

æ ö
ç ÷
è ø

上单调递减，在  1,e 上单调递增，

所以    1 1 1f x f a³ = - > ，解得 2a > ，

所以 ea ³ 时，不等式恒成立；

②当
1 1

ea
> ，即1 ea< < 时，函数  f x 在

1 1,
e a

æ ö
ç ÷
è ø

上单调递增，在
1 ,1
a

æ ö
ç ÷
è ø

上单调递减，在  1,e

上单调递增，

所以需满足

 

1 e 1 1
e e

1 1 1

af a

f a

ì æ ö = - + + >ï ç ÷
è øí

ï = - >î

，解得 2a > ，

所以 2 ea< < 时不等式恒成立.

综上所述  2,a ¥Î + .
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