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椭圆弦长面积问题

一、解答题

1．已知椭圆
2 2

2 2: 1x yL
a b

+ = （ 0a b> > ）的离心率为
3

2
，短轴长为 2 .

(1)求椭圆 L的标准方程；

(2)过点  0, 2Q 的直线 l与椭圆 L交于 A、 B 两点，若以 AB 为直径的圆恰好过坐标原点，求

直线 l的方程.

【答案】(1)
2

2 1
4
x y+ =

(2) 2 2y x= ± +

【知识点】根据离心率求椭圆的标准方程、根据直线与椭圆的位置关系求参数或范围、根据

a、b、c 求椭圆标准方程

【分析】（1）根据已知条件求得b 和 2a ，从而求得椭圆 L的标准方程.

（2）以 AB 为直径的圆恰好过坐标原点，即OA OB^
uuur uuur

，设出直线 l的方程与椭圆方程联立，

整理成关于 x 的二次方程，结合韦达定理，计算 0OA OB× =
uuur uuur

，得出直线的斜率，从而求得直

线 l的方程.

【详解】（1）由
2 2 2 2

2
2 2 2

31
4

c a b be
a a a

-
= = = - = 得 2 24a b= ，

又∵短轴长为 2，可得 1b = ，∴ 2 4a = ，

∴椭圆 L的标准方程为：
2

2 1
4
x y+ = .

（2）易知直线 l的斜率存在且不为零，设直线 l的斜率为  0k k ¹ ，

设直线 l的方程为： 2y kx= + ，则联立 2 2

2
4 4 0

y kx
x y

= +ì
í + - =î

，

消元得：  2 24 1 16 12 0k x kx+ + + = ，

   2 2 2Δ 16 16 48 4 1 16 4 3 0k k k= ´ - + = - > ，即
2 3

4
k > .

设  1 1,A x y ，  2 2,B x y ，

∴ 1 2 2

16
4 1

kx x
k
-

+ =
+

， 1 2 2

12
4 1

x x
k

× =
+

，

由题意可知OA OB^
uuur uuur

， 0OA OB× =
uuur uuur

即：
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   2
1 2 1 2 1 2 1 21 2 4 0x x y y k x x k x x× + × = + × + + + = ，

∴  2 2

2 2

12 1 32 4 0
1 4 1 4

k k
k k

+
- + =

+ +
，解得

2 34
4

k = > ，

∴ 2k = ± ，所以直线 l的方程为： 2 2y x= ± + .

2．已知椭圆  
2 2

2 2 1 0+ = > >
x y a b
a b

的离心率为
1
2 ， ,A B分别为椭圆的左､右顶点，C 为椭圆

的上顶点，且 4CA CB× = -
uuur uuur

.

(1)求椭圆的标准方程；

(2)若直线 : 3l x my= + 交椭圆于 ,M N 两点，直线 AM 的斜率为 1k ，直线BN 的斜率为 2k ，求

1

2

k
k 的值.

【答案】(1)
2 2

1
16 12
x y

+ =

(2)
1
7

【知识点】根据离心率求椭圆的标准方程、椭圆中的定值问题、根据 a、b、c 求椭圆标准方

程、根据韦达定理求参数

【分析】（1）根据数量积公式，可得 2 2,a b 关系，根据离心率，可得 2 2,a b 的关系，联立求解，

即可得答案.

（2）将直线与椭圆联立，结合韦达定理，设 1 1 2 2( , ), ( , )M x y N x y ，可得 1 2y y+ ， 1 2y y 表达式，

由题意得
1

2

k
k 的表达式，化简整理，即可得答案.

【详解】（1）由题意 ( ,0), ( ,0), (0, )A a B a C b- ，所以 ( , ), ( , )CA a b CB a b= - - = -
uuur uuur

，

因为 4CA CB× = -
uuur uuur

，所以 2 2 4a b- + = - ，

又离心率
2

2

11
2

c be
a a

= = - = ，解得
2

2

3
4

b
a

= ，

联立解得 2 216, 12a b= = ，

所以椭圆的标准方程为
2 2

1
16 12
x y

+ = .

（2）将直线与椭圆联立

2 2

1
16 12

3

x y

x my

ì
+ =ï

í
ï = +î

，得 2 2(3 4) 18 21 0m y my+ + - = ，
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设 1 1 2 2( , ), ( , )M x y N x y ，则 1 2 1 22 2

18 21,
3 4 3 4

my y y y
m m
- -

+ = =
+ +

，

又 ( 4,0), (4,0)A B- ，所以
1 2

1 2
1 2

,
4 4

y yk k
x x

= =
+ - ，

所以
 
 

  22 2
1 2 1 21 1 2 1

2 2 1 2 1 1 2 2
22

21 18
4 1 3 4 3 4

214 ( 7) 7 7
3 4

m m yy x y myk my y y m m
mk y x y my my y y y

m

- -æ ö- -ç ÷- - - + +è ø= = = =
-+ + + +

+

22

22

3
13 4

3 77
3 4

m y
m

m y
m

-
+

+= =
-æ ö+ç ÷+è ø

.

3．已知椭圆  
2 2

2 2 1 0+ = > >
x yC a b
a b

： 的离心率
2

2
e = ，左右焦点分别为 1 2,F F ，直线 l过椭圆

的右焦点 2F 分别交椭圆于 ,A B两点， 1ABFV 周长为4 2

(1)求椭圆C 的方程．

(2)若弦 AB 长为
8 2

7
，求直线 l的方程．

(3)是否存在 l使 AB 为直径的圆过 1F ，若存在求出直线方程，若不存在，说明理由．

【答案】(1)
2

2 1
2
x y+ = ；

(2)  3 1y x= - 或  3 1y x= - - ；

(3)存在，直线方程为  7 1
7

y x= - 或  7 1
7

y x= - - .

【知识点】根据 a、b、c 求椭圆标准方程、椭圆中存在定点满足某条件问题、求椭圆中的弦

长

【分析】（1）根据椭圆性质和三角形周长解出 a，进而确定 ,c b求椭圆方程；

（2）假设直线 l得方程并和椭圆联立，根据韦达定理和弦长公式求解；

（3）由以 AB 为直径的圆过 1F ，得 1 1 0F A F B× =
uuur uuur

，再根据韦达定理结果解方程求 k .

【详解】（1）由题知椭圆的离心率
2

2
ce
a

= = ， 1ABFV 周长为4 2 ，
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则    1 2 1 2 4 4 2BF BF AF AF a+ + + = = ，所以 2a = ，即得 1c =

因为 2 2 2a b c= + ，所以  22 2 2 2 1 1b a c= - = - = ，故椭圆C 的方程为
2

2 1
2
x y+ = .

（2）椭圆右焦点为  2 1,0F ，当直线斜率不存在时，直线 l的方程为 1x = ，

假设交点 A位于第一象限，则
2 21, , 1,

2 2
A B

æ ö æ ö
-ç ÷ ç ÷ç ÷ ç ÷

è ø è ø
，此时弦长

8 22
7

AB = ¹ ，

故直线斜率存在，设直线 l的方程为  1y k x= - ，    1 1 2 2, , ,A x y B x y ，

联立直线 l和椭圆方程可得

 
2

2

1

1
2

y k x
x y

ì = -
ï
í

+ =ïî

，消去 y 得  2 2 2 21 2 4 2 2 0k x k x k+ - + - = ，

由韦达定理可得
2 2

1 2 1 22 2

4 2 2,
1 2 1 2

k kx x x x
k k

-
+ = =

+ +
，

由弦长公式可知  
22 2

22 2
1 2 1 2 2 2

4 2 2 8 21 4 1 4
1 2 1 2 7

k kAB k x x x x k
k k

æ ö æ ö-
= + + - = + - =ç ÷ ç ÷+ +è ø è ø

，

整理得
 2

2

2 2 1 8 2
1 2 7

k
AB

k
+

= =
+

，解得 3k = ± ；

所以直线 l的方程为  3 1y x= - 或  3 1y x= - - .

  

（3）由以 AB 为直径的圆过  1 1,0F - ，可知 1 1 0F A F B× =
uuur uuur

，即   1 2 1 21 1 0x x y y+ + + = ①，

又由（2）知当直线斜率不存在时，直线 l的方程为 1x = ，

假设交点 A位于第一象限，则
2 21, , 1,

2 2
A B

æ ö æ ö
-ç ÷ ç ÷ç ÷ ç ÷

è ø è ø
，则 1 1

7 0
2

F A F B× = ¹
uuur uuur

，故直线 l的斜率存

在，

设直线 l的方程为  1y k x= - ，则  1 1 1y k x= - ②，  2 2 1y k x= - ③，

联立①②③可得     2 2 2
1 2 1 21 1 1 0k x x k x x k- + + + + + = ，
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因为
2 2

1 2 1 22 2

4 2 2,
1 2 1 2

k kx x x x
k k

-
+ = =

+ +
，

所以    
2 2

2 2 2
2 2

4 2 21 1 1 0
1 2 1 2

k kk k k
k k

æ ö æ ö-
- + + + + =ç ÷ ç ÷+ +è ø è ø

，解得 27 1k = ，即
7

7
k = ± ，

故直线 l存在，直线方程为  7 1
7

y x= - 或  7 1
7

y x= - - .

4．已知椭圆
2 2

2 2: 1 0x yC a b
a b

+ = > >（ ）的长轴长为 4，焦距为 2.

(1)求椭圆C 的方程和离心率；

(2)设 A为椭圆C 的右顶点，若直线 l与椭圆C 有唯一的公共点M ( M 在第一象限)，直线 l与

y 轴的正半轴交于点 N ，直线 NA与直线OM 交于点 P (O为原点)，且
3
5POA NOAS S=V V ，求直

线 l的方程.

【答案】(1)
2 2

1
4 3
x y

+ = ；
1
2

(2) 1 2
2

y x= - +

【知识点】椭圆中三角形（四边形）的面积、根据 a、b、c 求椭圆标准方程、求椭圆的离心

率或离心率的取值范围

【分析】（1）依题意可得 a、 c的值，从而求出b ，即可得到椭圆方程与离心率；

（2）根据截距式设得直线 NA的方程为 1
2
x y

n
+ = ，联立直线 l与椭圆方程C ，根据相切判别

式 0D = 得， 2 24 3k n+ = ，再联立直线OM 与 NA的方程得 P 坐标，即可根据面积比例关系求

解.

【详解】（1）依题意可得
2 4
2 2

a
c

=ì
í =î

，所以
2
1

a
c

=ì
í =î

，则 2 2 3b a c= - = ， 

所以椭圆C 的方程为
2 2

1
4 3
x y

+ = ，离心率
1
2

ce
a

= = ；

（2）如图所示：

由题可知，直线 l的斜率存在且为负数，设直线 l： ( 0 0)y kx n k n= + < >, .
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则有 (0, )N n ， (2,0)A ，所以直线 NA的方程为 1
2
x y

n
+ = ，

将 y kx n= + 与椭圆方程
2 2

1
4 3
x y

+ = 联立，消去 y 并整理得，  2 2 24 3 8 4 12 0k x knx n+ + + - = ，

由题意直线 l与椭圆相切于点M ，则 2 2 2 2 2 264 4(4 3)(4 12) 48(4 3 ) 0k n k n k nD = - + - = + - = ，

即 2 24 3k n+ = ，所以

2 2 2

8 4 4 4
2(4 3) (4 3)M

kn kn kn kx
k k n n

- - - -
= = = =

+ +
，

2 2 24 4 3
M M

k n ky kx n n
n n n

- -
= + = + = = ， 即点M

的坐标为
4 3( , )k
n n

-
，

所以直线OM 的方程为
3

4
y x

k
= - ，将其与直线 NA的方程 1

2
x y

n
+ = 联立，解得

4
2 3P

knx
kn

=
-

，

3
2 3P

ny
kn
-

=
-

，即点 P 的坐标为
4 3( , )

2 3 2 3
kn n

kn kn
-

- -
，由题意得

1
3 32

1 2 3 5
2

P
POA

NOA
N

y OAS
S kny OA

× -
= = =

-×

V

V
，

整理得 1kn = - .又 2 24 3k n+ = ，且 0, 0k n< > ，解得
1
2

k = - ， 2n = ，即满足题意的直线 l的

方程为
1 2
2

y x= - + .

5．已知椭圆  
2 2

2 2: 1 0x yC a b
a b

+ = > > ，其短轴的一个端点到右焦点F 的距离为 2，且点

62,
2

A
æ ö
ç ÷ç ÷
è ø

在椭圆C 上.

(1)求椭圆C 的方程；

(2)设过点  4,0R 的一条直线与椭圆C 交于 ,P Q 两点，求 FPQ△ 面积的最大值.

【答案】(1)
2 2

1
4 3
x y

+ =

(2) 3 3
4

【知识点】由导数求函数的最值（不含参）、求椭圆中的最值问题、根据椭圆过的点求标准

方程、椭圆中三角形（四边形）的面积

【分析】（1）根据椭圆的性质，先得到 a的值，再根据椭圆上的点可求b ，得到椭圆的标准

方程.

（2）方法 1：设直线 PQ方程： 4x my= + ，与椭圆方程联立，消去 x ，利用韦达定理，表示

出 1 2y y- ，进而表示出 FPQ△ 的面积，利用基本不等式求三角形面积的最大值.方法 2：设
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直线 PQ方程：  4y k x= - ，与椭圆方程联立，消去 y ，利用韦达定理，表示出 1 2x x- ，进

而求弦 PQ 的长，结合点到直线的距离，求三角形的高，可表示三角形的面积，再利用导数

分析函数的单调性，求三角形面积的最大值.

【详解】（1）设椭圆C 的右焦点  ,0F c ，则 2 2 2a b c= + = ，

由点
62,

2
A

æ ö
ç ÷ç ÷
è ø

在椭圆C 上可得 2 2

2 3 1
2a b

+ = ，解得 3b = ，

所以椭圆C 的方程为
2 2

1
4 3
x y

+ = .

（2）法一：如图：

由题意，直线 PQ的斜率显然不为 0，设直线 PQ的方程为 4x my= + ，代入椭圆C 的方程，

则  2 23 4 24 36 0m y my+ + + = ，其中  2Δ 16 9 36 0m= - > ，解得 2 4m > ，

设    1 1 2 2, , ,P x y Q x y ，则 1 2 1 22 2
24 36,

3 4 3 4
my y y y

m m
+ = - =

+ +
，

 
2

2
1 2 1 2 1 2 2

1 3 18 43 4
2 2 3 4FQP PFR QFR

mS S S y y y y y y
m

-
= - = ´ - = + - =

+V V V ，

令 2 4m t- = ，由 2 4m > 得， 0t > ，

2

18 18 18 3 3
163 16 42 483

FQP
tS

t t
t

= = £ =
+ +

△ （当且仅当
2 28

3
m = 时，等号成立），

所以 FPQ△ 面积的最大值为
3 3

4
.

法二：由题意，直线 PQ的斜率一定存在，设 PQ的方程为  4y k x= - ，代入椭圆C 的方程，

则  2 2 2 23 4 32 64 12 0k x k x k+ - + - = ，其中  2Δ 144 1 4 0k= - > ，解得
2 1

4
k < ，

设    1 1 2 2, , ,P x y Q x y ，则
2 2

1 2 1 22 2
32 64 12,

3 4 3 4
k kx x x x
k k

-
+ = =

+ +
，可得

2
2

2
12 1 41

3 4
kPQ k

k
-

= + ×
+

，

点F 到直线 PQ的距离为 2

3

1

k
d

k
=

+
，
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 2 2

2

18 1 41
2 3 4FPQ

k k
S PQ d

k

-
= × =

+V
，

令
 2 2

2 2
2

18 4
,

16 24 9
t t

k t S
t t

- +
= =

+ +
，令       

 
2

22 2

28 3 4 34 ,
16 24 9 16 24 9

t tt tf t f t
t t t t

- + +- +
= =

+ + + +
¢ ，

 f t 在区间
30,
28

æ ö
ç ÷
è ø

上递增，在
3 ,
28

¥æ ö+ç ÷
è ø

上递减，

所以
2 3

28
t k= = 时，

2

max
3 3( )
28 24

f t f
æ öæ ö= = ç ÷ç ÷ ç ÷è ø è ø

，

所以 FPQ△ 面积的最大值为
3 3

4
.
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