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01直线与圆锥曲线的位置关系1

 

1. 弦长面积问题

【弦长公式】

设圆锥曲线 与直线 相交于 ， 两点，

则弦长 ，

或 ．

韦达定理与“设而不求”

【解题思路】在解决直线与圆锥曲线的相关问题中，我们常常使用“设而不求”法解决问题，而韦达

定理就是使用设而不求的工具之一，也是最重要的工具，弦长公式就是韦达定理的应用之一．即不解出

点的坐标，直接去解出我们想要的结论．

（ 1 ）

（ 2 ）

1. ★★

已知椭圆的中心在原点，焦点在 轴上，离心率为 ，且过点 ．

求椭圆的标准方程．

已知斜率为 的直线 过椭圆的右焦点 交椭圆于 、 两点，求弦 的长．

【答案】（ 1 ）

（ 2 ）

．

．

【解析】（ 1 ）

2020~2021学年天津滨海新区塘沽第一中学高二上学期期中第15题
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（ 2 ）

设椭圆的标准方程为： ，

由题意得 ，

解得 ，

∴椭圆的标准方程为： ．

设 ， ，

由（ ）可知， ，

∴直线 的方程为： ，

代入椭圆方程消去 得，

，

∴ ，

∴

．

故弦 的长为 ．

【标注】【知识点】直线和椭圆的位置关系；椭圆的标准方程；弦长求解问题

（ 1 ）

（ 2 ）

2. ★★★

已知椭圆 的离心率为 ，且过点 ．

求椭圆 的方程．

设 是椭圆 上且不在 轴上的一个动点， 为坐标原点，过右焦点 作 的平行线交椭圆

于 、 两个不同的点，求 的值．

【答案】（ 1 ）

（ 2 ）

．

．

【解析】（ 1 ）

（ 2 ）

由题意可得 ，即 ， ，

将点 代入方程组 ，即 ，解得 ，

所以椭圆 的方程为： ．

由（ ）知， ，

设直线 ，则直线 ，

2020年天津红桥区高三一模第18题15分
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联立 ，整理得 ， ，

所以 ，

联立 ，整理得 ，

设 ， ，则 ， ，

所以

，

所以 ．

【标注】【知识点】弦长求解问题

（ 1 ）

（ 2 ）

3. ★★★★

设椭圆 的右顶点为 ，上顶点为 ，已知椭圆的离心率为 ，

．

求椭圆的方程．

设直线 与椭圆交于 两点， 与直线 交于点 ，且点 均在第四象

限，若 的面积是 面积的 倍，求 的值．

【答案】（ 1 ）

（ 2 ）

．

．

【解析】（ 1 ）

（ 2 ）

，且 ，可得 ，

而且 ，从而 ，

即椭圆方程为 ．

设点 的坐标为 ，点 的坐标为 ，

由题意， ，点 的坐标为 ，

由 的面积是 面积的 倍可得 ，

从而 ，即 ．

直线 的方程为 ，

2020~2021学年12月北京东城区北京市第二中学高三上学期月考第20题15分
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由方程组 消去 ，可得 ，

由方程组 消去 可得 ．

而且 ，带入两边平方，整理可得 ，

解得 或 ．

当 时， 不合题意，

当 时， 满足，所以 ．

【标注】【知识点】面积问题；椭圆的基本量求解

（ 1 ）

（ 2 ）

4. ★★★★

已知椭圆 的离心率为 ，两焦点与短轴的一个端点的连线构成的三角

形面积为 ．

求椭圆 的方程．

设与圆 相切的直线 交椭圆 于 ， 两点（ 为坐标原点），求

的最大值．

【答案】（ 1 ）

（ 2 ）

．

．

【解析】（ 1 ）

（ 2 ）

由题意可得， ， ， ，

解得 ， ， ，

即有椭圆的方程为 ．

由题意可知， 存在，

设直线为 ， ， ，

．

2019~2020学年4月天津南开区天津市南开中学高三下学期月考第18题15分
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将直线 代入椭圆方程可得 ，

， ，

由直线 与圆 相切，

可得 ，

即有 ，

，

当且仅当 ，

即 时等号成立，

∴ 的最大值为 ．

【标注】【知识点】最值问题；弦长求解问题

（ 1 ）

（ 2 ）

5. ★★★★

已知过点 ，斜率为 的直线 过椭圆 ： （ ）的焦点，椭圆 的中

心关于直线 的对称点在直线 上．

求椭圆 的方程．

过点 的直线 交椭圆 于点 、 ，且满足 （ 为坐标原

点），求直线 的方程．

【答案】（ 1 ）

（ 2 ）

．

或 ．

【解析】（ 1 ）∵过点 ，斜率为 的直线 过椭圆 ： （ ）的焦

点，

∴直线 的方程为 ，令 ，得椭圆焦点坐标为 ，

∵椭圆 的中心关于直线 的对称点在直线 上，

设椭圆 的中心关于直线 的对称点为 ，

2017年天津南开区高三一模文科第19题14分
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（ 2 ）

则 ，解得 ， ， ，

∴ ，

∴椭圆 的方程为 ．

①当直线 的斜率不存在时，满足 ，此时直线 的方程

为 ．

②当直线 的斜率存在时，由题设知直线 的斜率不为零，

∴直线 的方程可设为 ．

代入椭圆方程得： ．

设 ， ，∴ ， ，

由 ，得： ，

∴ ，

又 ，原点 到 的距离 ，

则 ，

解得 ，

∴ 的方程是 或 ．

【标注】【知识点】直线和椭圆的位置关系；向量问题

2. 弦长面积范围问题

【备注】弦长面积表示方法同上，但范围问题往往结合函数最值问题，例如二次函数、对勾函数
等，需复习一下对勾函数的常见用法.

（ 1 ）

（ 2 ）

6. ★★★★

平面直角坐标系 中，过椭圆 （ ）右焦点的直线 交 于

， 两点， 为 的中点，且 的斜率为 ．

求 的方程．

  ， 为 上两点，若四边形 的对角线 ，求四边形 面积的最大值．

【答案】（ 1 ） 的方程为 ．

2016~2017学年辽宁沈阳于洪区辽宁省实验中学分校高二上学期期中理科第22题12分

【备注】二次函数最值问题
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（ 2 ）四边形 面积最大值为 ．

【解析】 方法一：

方法二：

（ 1 ）

方法一：（ 2 ）

设 ，

则 ．

由此可得 ．

因为 ， ， ．

所以 ．

由题意知， 的右焦点为 ，

故 ．

因此 ．

所以 的方程为 ．

把右焦点 代入直线 ，

得 ，解得 ．

设 ， ，线段 的中点 ，

则 ， ，相减得 ，

∴ ，

∴ ，

又 ，

∴ ，即 ．

联立得 ，解得 ，

∴ 的方程为 ．

由 ，解得 或 ，

因此 ．

由题意可设直线 的方程为 设

．

由 得 ．

于是 ．

因为直线 的斜率为 ．

所以 ．
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方法二：

由已知，四边形 的面积

当 时， 取最大值，最大值为 ．

所以四边形 面积最大值为 ．

x

y

O

∵ ，

∴可设直线 的方程为 ，

联立 ，消去 得到 ，

∵直线 与椭圆有两个不同的交点，

∴ ，解 ．

设 ， ，

∴ ， ．

∴

．

联立 ，得到 ，解得 或 ，

∴交点为 ， ，

∴ ．

∴ ，

∴当且仅当 时，四边形 面积的最大值为 ，满足 ．

∴四边形 面积的最大值为 ．

【标注】【知识点】椭圆的标准方程；直线和椭圆的位置关系

四边形

（ 1 ）

7. ★★★

已知椭圆 的左、右焦点分别为 ， ，且满足离心率 ，

，过原点 且不与坐标轴垂直的直线 交椭圆 于 ， 两点．

求椭圆 的方程．

2021年天津河西区高三一模第19题15分
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（ 2 ）设点 ，求 面积的最大值．

【答案】（ 1 ）

（ 2 ）

．

．

【解析】（ 1 ）

（ 2 ）

由题意可知 ，根据 ，

得 ，故 ，

所以椭圆 的方程为 ．

设直线 的方程为 ， ， ，

由 ，

得 ， ，

，

点 到直线 的距离

，

，

当 时， ；

当 时， ，

当且仅当 时，等号成立，所以 的最大值为 ．

【标注】【知识点】椭圆的标准方程；最值问题；面积问题

【备注】基本不等式求最值.

（ 1 ）

（ 2 ）

8. ★★★

已知椭圆 经过点 ，且离心率 ．

求椭圆 的方程．

若直线 与椭圆 相交于 、 两点，且满足 （ 为坐标原点），求 的取值

范围．

2019~2020学年10月天津和平区高三上学期月考第19题15分
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【答案】（ 1 ）

（ 2 ）

．

．

【解析】（ 1 ）

（ 2 ）

由题可知， ，

∴ ， ，

∴椭圆方程为 ．

①当斜率不存在时， ，（ ），

∴ ， ，

∵ ，

∴ ，

即 ，

∴ ，

∴ ，

，

②当斜率存在时，设直线 方程 ，

，

∴ ，

，

设 ， ，

∴ ， ，

， ， ，

∵ ，

∴ ，

即 ，

∴ ，

【备注】可以换元成二次函数.
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令  ，所以

，

当 ，  最大为 ，

， ，

综上所述 的取值范围 ．

【标注】【知识点】椭圆的标准方程；直线和椭圆的位置关系；弦长求解问题

（ 1 ）

1

2

（ 2 ）

9. ★★★★

在平面直角坐标系 中，已知椭圆 的离心率为 ，短轴长为 ，若点

、 分别是椭圆 的左、右顶点，动点 ， ，直线 交椭圆 于点 ．

求椭圆 的方程．

求证： 是定值．

设 的面积为 ，四边形 的面积为 ，求 的最大值．

【答案】（ 1 ）

1

2

（ 2 ）

．

证明见解析．

的最大值为 ，

【解析】（ 1 ）

方法一：1（ 2 ）

∵短轴长为 ，

∴ ，

∵ ，

∴ ，

∴椭圆方程为 ．

∵ ，

设 ，

∴ ，

∴ ，

∴ ，

∴ ，

2020年天津高三二模十二重点中学毕业班联考（二）第18题15分

【备注】直接利用单调性.
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方法二：

方法一：

方法二：

2

∴ ，

∴ ，

∴ ．

设 ，

，

，

，

∴ ，

其中 ， ，

∴ ， ，

∴ ．

∵ ，

，

∴ ，

当 时取等，

∴ 的最大值为 ．

，

，

∴ ，

由于 ，所以直线 的斜率 ，

∴ 的最大值为 ，当且仅当 取等．

【标注】【知识点】椭圆的标准方程；直线和椭圆的位置关系；定值问题（证明、探究）；最值问

题；面积问题
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3. 中点弦问题

【备注】中点弦问题包括垂直平分问题、等腰三角形、等边三角形、平行四边形、菱形.

【解题思路】与弦中点相关的问题是圆锥曲线中常见问题，一般解决思路有两种，一是将直线与曲

线联立，消去一个变量后建立二次方程，利用韦达定理求得中点坐标来进行求解；二是点差法，步骤一

般为：①设点；②代入；③作差；④整理．下面的解法即是利用点差法来解决中点弦问题的例子．

常用“点差法”结论（ 为弦， 为弦中点）：

(1)在椭圆 中，点差法结论为 ；

(2)在双曲线 中，点差法结论为 ；

(3)在抛物线 中，点差法结论为 ；对于抛物线 ，有 ．

注意：“点差法”过程中要考虑 或 不存在的情况．

【备注】 【例题】椭圆 ，求经过此椭圆内的一点 ，且被点 平分的

弦所在的直线方程．

【解答】设过点 的直线交椭圆于点 ， ，

且 是弦 的中点，

将 ， 两点的坐标代入椭圆方程 ，得

①-②并整理得 ，

即 ．

所以，所求的直线方程为 ，

即 .

（ 1 ）

1

2

（ 2 ）

10. ★★★★

已知椭圆 ： 的焦距为 ，且过点 ．

求椭圆 的方程．

设 为 的左焦点，点 为直线 上任意一点，过点 作 的垂线交 于两点 ，

证明： 平分线段 （其中 为坐标原点）．

当 取最小值时，求点 的坐标．

【答案】（ 1 ）

1（ 2 ）

．

证明见解析．

2020年天津塘沽区天津市塘沽区第一中学高三二模第18题15分
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2 时， 最小、点 的坐标为 ．

【解析】（ 1 ）

1

2

（ 2 ） 设点 的坐标为 ，

当 时， 与 轴垂直， 为 的中点， 平分 显然成立，

当 ，由已知可得： ，

∴ ，

则直线 的方程为： ，

联立消去 得： ，

由韦达定理得， 中点 的坐标为 ，

又∵直线 ： ，

∴ 在直线 上．

综上 平分线段 ．

当 时， ，

当 时，由（ ）可知 ， ，

，

又 ，

∴ 时， 最小、点 的坐标为 ．

【标注】【知识点】直线和椭圆的位置关系；椭圆的标准方程；中点弦问题；最值问题；弦长求解

问题

（ 1 ）

（ 2 ）

11. ★★★★

已知椭圆 （ ）的焦距为4，其短轴的两个端点与长轴的一个端点构成正三

角形．

求椭圆 的标准方程；

设 为椭圆 的左焦点， 为直线 上任意一点，过 作 的垂线交椭圆 于点 ，

．

（i）证明： 平分线段 （其中 为坐标原点）；

（ii）当 最小时，求点 的坐标．

【答案】（ 1 ）

（ 2 ）

．

（i）证明见解析

高二下学期单元测试《弦长与面积》自招第5题
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（ii） ．

【解析】（ 1 ）

方法一：

方法二：

（ 2 ）

由题意得 ，

且由正三角形的性质可知 , ，

，

椭圆 的标准方程： ．

（i）由题意 ，设 ，

， ，

， ，

即 ，

，

，

中点 ， ，

 平分 ，

当 时，显然 平分 ．

（ii） ，

，

，

当且仅当 时取等号，

， ， ， ．

设 ， ， ，线段 的中点为 ，连接 ，如

图．

，

，

，
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（i）情形一： ．

一方面，直线 的斜率为 ，直线 的斜率为 ，直线 的的斜率为 ，

另一方面，由于 ， ，两式相减，并应用平方差公式可得

，

从而 ，

即直线 与直线 的斜率之积为 ，进而直线 的斜率为 ，

综合以上两方面， ， ， 三点共线，因此命题成立．

情形二： ．此时 显然平分 ．

综上所述，命题得证．

（ii）设直线 的倾斜角为 ，则

，

当且仅当 时取得等号，因此当 最小时， 点的坐标为 ．

【标注】【知识点】最值问题；弦长求解问题

x

y

O

（ 1 ）

（ 2 ）

12. ★★★

如图，在平面直角坐标系 中，已知椭圆 的离心率为 ，且右焦点 到

左准线 的距离为 ．

求椭圆的标准方程．

过 的直线与椭圆交于 ， 两点，线段 的垂直平分线分别交直线  和 于点 ， ，若

，求直线 的方程．

【答案】（ 1 ）

（ 2 ）直线  的方程为 或 ．

【解析】（ 1 ）由题意得 且 ，

解得 ， ，则 ，

所以椭圆的方程为 ．

2015年高考真题江苏卷第18题
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（ 2 ）当 轴时，  ， ，不合题意．

当 垂直于准线时，显然不合题意．

当 与 轴不垂直，且不垂直于准线时，

设直线 的方程为 ， ， ，

将直线 方程代入椭圆可得 ．

则 ， ，

线段

，

且点 横坐标为 ，

又因为 ，

所以 ，则 ．

因为 ，

所以 ，解得 ．

则直线  的方程为 或 ．

【标注】【知识点】直线和椭圆的位置关系；中点弦问题

（ 1 ）

（ 2 ）

13. ★★★★

已知椭圆 的一个焦点为 ，且离心率为 ．

求椭圆方程．

斜率为 的直线 过点 ，且与椭圆交于 两点， 为直线 上的一点，若 为等

边三角形，求直线 的方程．

【答案】（ 1 ）

（ 2 ）

椭圆方程为 ．

直线 的方程为 ，或 ．

【解析】（ 1 ）

（ 2 ）

依题意有 ， ． 可得 ， ．

故椭圆方程为 ．

直线 的方程为 ．

联立方程组

消去 并整理得 ． 设 ， ．

故 ， ．

2018年天津河东区高三二模理科第19题14分
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则

．

设 的中点为 ．

可得 ， ．

直线 的斜率为 ，又 ，

所以 ．

当△ 为正三角形时， ，

可得 ，

解得 ．

即直线 的方程为 ，或 ．

【标注】【知识点】弦长求解问题

（ 1 ）

（ 2 ）

（ 3 ）

14. ★★★

已知椭圆 的一个焦点在直线 上，且离心率 ．

求该椭圆的方程．

若 与 是该椭圆上不同的两点，且线段 的中点 在直线 上，试证： 轴上存在定点 ，

对于所有满足条件的 与 ，恒有 ．

在（ ）的条件下， 能否为等腰直角三角形?并证明你的结论．

【答案】（ 1 ）

（ 2 ）

（ 3 ）

．

轴上存在定点 ．

在（ ）条件下 能在等腰直角三角形．

【解析】（ 1 ）

（ 2 ）

由题意得： ，

∵ ，

∴ ， ，

∴椭圆方程为 ．

当直线 斜率存在时，

设 方程为 ，

，

，

2017~2018学年1月天津和平区天津市耀华中学高三上学期月考理科第19题14分
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（ 3 ）

设 ， ，

则 ，

，

∴ ，

∴ ，

将 代入 ，

得： ， ，

假设在 轴上存在定点 ，

，

∴

，即 ，

当直线 的斜率不存在时，直线 垂直于 轴，此时 ，

综上所述： 轴上存在定点 ．

假设 能为等腰直角三角形，

则 ，

∴

，

又 ， ，

∴ ，

，

∴在（ ）条件下 能在等腰直角三角形．

【标注】【知识点】定点问题；向量问题

（ 1 ）

1

2

（ 2 ）

15.

★★★★
已知椭圆 ，离心率等于 ，且点 在椭圆上．

求椭圆 的方程．

请解答下列各题：

直线 与椭圆 交于两点 ， ．求 的弦长．

2018~2019学年4月天津南开区天津市南开中学高三下学期月考文科（九校联考）第19题14分
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若直线 与椭圆 交于两点 ， ．且线段 的垂直平分线经过点 ，求

的面积的最大值．（ 为原点）

【答案】（ 1 ）

1

2

（ 2 ）

．

．

．

【解析】（ 1 ）

1

2

（ 2 ）

，

∴ ，

，点 代入，

∴ ， ， ，

∴椭圆方程为 ．

设直线 ，

设 ， ，

则 代入化简 ，

， ，

，

．

当 时，设 ， ，

，

当且仅当 时，取等；

当 时，由①知： ，

∴ 中点 ， ，

，

∴ ， ，

原点到 的距离， ，
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，

∴ 代入 ，

当 ，即 时， ．

综上： 的面积的最大值为 ．

【标注】【知识点】椭圆的标准方程；直线和椭圆的位置关系；面积问题；最值问题；弦长求解问

题


