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02空间向量

1. 空间向量的定义与运算

定义

我们把在三维空间中具有大小和方向的向量叫做空间向量．

夹角定义

已知两个非零向量 ，在空间中任取一点 ，作 ， ，则 叫做向量 与 的

夹角，记作 （ ）．

，则称 与 互相垂直，记作 ．

数量积定义

空间中的两个向量 ，总可以把它们平移到一个平面内，把平面向量的数量积

叫做两个空间向量 的数量积．

线性运算与数量积

设 ， ，则容易得到：

；

；

．

平行垂直的判断

设 ， ，

（1） ；

（2） ．

请读者自行证明上面两个结论．

模长与夹角的计算

设 ， ，则

， ．

．
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A. B. C. D.

1. ★★
已知向量 ， ，若向量 与向量 互相垂直，则 的值是（  

）．

【答案】D

【解析】 ， ， ，

，

∴ ．

【标注】【知识点】向量法解决空间中的垂直问题；向量法解决异面直线所成角问题

2018~2019学年天津和平区天津市耀华中学高一下学期期末第4题4分

A. 平行 B. 垂直 C. 相交但不垂直 D. 无法确定

2. ★★
若平面 与 的法向量分别是 ， ，则平面 与 的位置关系是（   ）．

【答案】B

【解析】

，

∴

∴平面 与平面 垂直．

故选 ．

【标注】【知识点】向量法解决二面角问题

2017~2018学年陕西西安未央区西安中学高二上学期期末理科平行班第6题5分

3. ★★
设 ， 分别是平面 ， 的法向量， ， ．若 ﹐则实数

            ．

【答案】

【解析】方法一：

方法二：

成比例

由 ，则有  ，所以 ．

故填 ．

2020~2021学年10月天津河西区天津市新华中学高二上学期月考第11题4分
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由 ，则有 ，所以 ，解得 ．

故填 ．

【标注】【知识点】向量法解决二面角问题；向量法解决空间中的平行问题

A. B. C. D.

4. ★
已知空间向量 ， ，若 ，则实数 （   ）．

【答案】C

【解析】 ， ，

若 ，

则 ，

即 ，即 ．

故选 ．

【标注】【知识点】空间向量的数量积及其坐标表示

2019~2020学年江苏常州武进区江苏省前黄高级中学高二上学期期末第1题5分

A. ， ， B. ， ， C. ， ， D. ， ，

5. ★★
已知 ， ．若 ， ，且 平面 ，则实

数 ， ， 分别为（   ）．

【答案】B

【解析】∵ ，

∴ ,

即 ，得 ．

平面 ，

∴ ， ，

又 ，  , 

则 ，

解得 ．

【标注】【知识点】向量法解决空间中的垂直问题；向量法解决空间中的平行问题

2020~2021学年10月天津河西区天津市第四十二中学高二上学期月考第4题4分
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A. B. C. D.

6. ★★
已知 点坐标是 ， ， 为坐标原点，则向量 与向量 的夹角是（   ）．

【答案】C

【解析】 ， ，

∴ ，

∴ 与 夹角为 ．

故选 ．

【标注】【知识点】向量法解决异面直线所成角问题

2018~2019学年天津河北区天津市第二中学高二下学期开学考试第8题

2. 空间向量在立体几何中的应用

异面直线的夹角

直线 所成的角 的余弦值为 ．

【备注】两条异面直线 与 的方向向量 与 ，当 与 的夹角不大于 ，异面直线 所成的

角 与 和 的夹角相等；当 与 的夹角大于 ，异面直线 所成的角与 和 的

夹角互补．

直线和平面的夹角

直线与直线在平面内的射影所成的角称为直线与平面的夹角．

直线与平面的夹角的取值范围是 ．

【备注】若直线与平面垂直，则直线与平面的夹角为 ；

若直线与平面平行，则直线与平面的夹角为 ．

下面给出用向量运算求解直线 与平面 的夹角的步骤：

①建立合理的空间直角坐标系；

②求出直线的方向向量 和平面 的法向量 ；

②设直线与平面 的夹角为 ，则 由表达式 唯一确定．

平面和平面的夹角
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在二面角 的棱 上任取一点 ，在两个半平面 和 内分别作射线 ， ，则 叫

做二面角 的平面角．

这样，二面角的大小就完全可以利用平面角来度量；二面角的取值范围是 ；平面角是直角的二面角

叫做直二面角．

如下图：

分别在二面角 的面 、 内，作向量 ， ，则我们可以用向量 与 的夹角来度量二

面角．

设 ， ，则 与该二面角大小相等或互补．

据此，我们将求解二面角的问题转化为求解两个半平面法向夹角的问题．

点到平面的距离

过空间不在平面 内一点 做平面 的垂线，垂足为 ，另过 作 交 于 ，且 与  不

重合，设平面 的法向量为 ， 与平面 所成的角为 ，则 ，于是点 到平

面 的距离

异面直线所成角

7. ★★★
如图，已知四棱锥 ，底面 为菱形， 平面 ， ， ， 分别

是 ， 的中点．

2019~2020学年天津静海县高三上学期期中第19题16分
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（ 1 ）

1

2

（ 2 ）

证明： ．

设 ．

求异面直线 与 所成角的正弦值．

求二面角 的余弦值．

【答案】（ 1 ）

1

2

（ 2 ）

证明见解析．

．

．

【解析】（ 1 ）

1（ 2 ）

由四边形 为菱形， ，

可得 为正三角形，

因为 为 的中点，

所以 ，

又 ，

由此 ，

因为 平面 ， 平面 ，

所以 ，

面 平面 ， 平面 且 ，

所以 平面 ，

又 平面 ，

所以 ．

由 知 ， ， 两两垂直，以 为坐标原点，建立如图所示的空间直

角坐标系，
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2

又 ， 分别为 ， 的中点，

所以 ， ， ， ， ，

， ．

， ，

∴ ，

设异面直线 与 所成角为 ，

∴ ．

， ，

设平面 的一法向量为 ，

则 ，

因此 ，

取 ，则 ，

因为 ， ， ，

所以 平面 ，

故 为平面 的一法向量，

又 ，

所以 ，

因为二面角 为锐角，

所以所求二面角的余弦值为 ．

【标注】【知识点】直线和平面垂直的判定；直线和平面垂直的性质；线线垂直的证明问题；向量

法解决二面角问题；向量法解决异面直线所成角问题

，

，

8. ★★★
如图，在三棱锥 中， 底面 ， ．点 ， ， 分别为棱 ， ，

的中点， 是线段 的中点， ， ．

2016~2017学年北京海淀区清华大学附属中学高二下学期期末理科第17题14分
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（ 1 ）

（ 2 ）

求证： 平面 ．

已知点 在棱 上，且直线 与直线 所成角的余弦值为 ，求线段 的长．

【答案】（ 1 ）

（ 2 ）

证明见解析．

或 ．

【解析】（ 1 ）

（ 2 ）

以 为坐标原点，分别以 ， ， 为 ， ， 轴的正方向建立空间直角坐

标系，

由题意可得 ， ， ， ， ， ，

， ，

， ．设 为平面 的一个法向量，

则 ，即 ．不妨设 ，可得 ．又

，

可得 ．

因为 平面 ，所以 平面 ．

由题意可设 ，则 ，

所以 ， ，

由已知得 ，

整理得 ，
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解得 或 ．

所以线段 的长为 或 ．

【标注】【知识点】向量法解决二面角问题；向量法解决异面直线所成角问题；直线和平面平行的

判定；线面平行的证明问题

【素养】数学运算

线面角

（ 1 ）

（ 2 ）

9. ★★★
如图，在棱长为 的正方体 中， 为棱 的中点， 为棱 的中点．

求证： 平面 ．

求直线 与平面 所成角的正弦值．

【答案】（ 1 ）

（ 2 ）

证明见解析．

．

【解析】（ 1 ）以 为原点，分别以 ， ， 所在直线为 ， ， 轴，建立如图空间直角

坐标系，

则 ， ， ，

则 ， ，

设平面 的法向量 ，

2021年高考真题天津卷第17题15分
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（ 2 ）

则 ，

故取 ，

而 ， ， ，

∴ ，又 平面 ，

故 平面 ．

由 知平面 的法向量 ， ，

设直线 与平面 所成角为 ，

．

【标注】【知识点】向量法解决二面角问题；向量法解决线面角问题

（ 1 ）

（ 2 ）

10. ★★★
如图，在四棱锥 中， 底面 ，底面 为梯形， ， ，且

， ， 为棱 上的点．

若 ，求证： 平面 ．

求直线 与平面 所成角的大小．

【答案】（ 1 ）

（ 2 ）

证明见解析．

．

【解析】（ 1 ）过 作 交 于 ，

连接 ，

∵ ，

2019年天津河北区高三一模理科第17题13分
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（ 2 ）

∴ ，

又∵ ， ，

∴ ，

∴四边形 为平行四边形，

∴ ，

又∵ 面 ， 面 ，

∴ 面 ．

∵梯形 中， ， ，

∴ ，

又∵ 面 ，

面 ， 面 ，

∴ ， ，

故以 为原点， ， ， 所在直线分别为 ， ， 轴建立空间直角坐标

系，

∴ ， ， ， ，

∴ ， ， ，

设面 的法向量 ，

则 ，

令 得 ，

∴ ，

∴

，

∴ ，

∴ 与面 所成角为 ．

【标注】【知识点】直线和平面平行的判定；线面平行的证明问题；向量法解决二面角问题；向量

法解决线面角问题；向量法解决空间中的平行问题
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二面角

（ 1 ）

（ 2 ）

（ 3 ）

11. ★★★
如图，四棱锥 中，底面 为正方形， 平面 ， ，点 、

、 分别为 、 、 的中点．

求证： ．

求证： 平面 ．

求二面角 的余弦值．

【答案】（ 1 ）

（ 2 ）

（ 3 ）

证明见解析．

证明见解析．

．

【解析】（ 1 ）

（ 2 ）

以 为原点，建立如图所示空间直角坐标系 ，

， ， ， ， ，

∴ ， ，

∵ ，

∴ ．

作 中点 ，连接 ， ，

2018~2019学年天津和平区高三上学期期末文科第17题13分
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（ 3 ）

∵ ， 分别为 ， 中点，

∴ ，

∵ ，

∴ ，

∴ ，

∴四边形 为平行四边形，

∴ ，

∴ 面 ．

∵ ， ， ，

设面 法向量为 ，

，

∴ ，

设面 法向量 ，

，

∴ ，

∴ ，

又∵二面角 为钝角，

∴余弦值为 ．

【标注】【知识点】线面平行的证明问题；向量法解决异面直线所成角问题；向量法解决二面角问

题；向量法解决空间中的垂直问题

（ 1 ）

（ 2 ）

12. ★★★
如图，在四棱锥 中，平面 平面 ，底面 是边长为 的正方形，

是等边三角形，点 是 的中点．

求证： 平面 ．

求二面角 的余弦值．

【答案】（ 1 ）证明见解析．

2018~2019学年天津滨海新区高三上学期期末理科七校联考第17题13分
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（ 2 ）余弦值为 ．

【解析】（ 1 ）

（ 2 ）

连接 ， ，交于 ，连接 ，

∵在四棱锥 中，

平面 平面 ，

是等边三角形， 是 中点，

∴ ，

∵ 平面 ， 平面 ，

∴ 平面 ．

取 中点 ， 中点 ，连接 ，

以 为原点， ， ， 分别为 ， ， 轴建立空间直角坐标系，

则 ， ， ， ，

， ， ，

设平面 法向量为 ，

则 ，取 ，

设平面 法向量为 ，

则 ，

则 ，

∵二面角 为钝角，

∴二面角 余弦值为 ．

【标注】【知识点】向量法求空间距离；向量法解决二面角问题；线面平行的证明问题；直线和平

面平行的判定
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（ 1 ）

（ 2 ）

（ 3 ）

13. ★★★
如图，四棱锥 中， 底面 ， ， ， ，

， 为 上一点，且 ．

求 的长．

求证： 平面 ．

求二面角 的度数．

【答案】（ 1 ）

（ 2 ）

（ 3 ）

．

证明见解析．

．

【解析】（ 1 ）

（ 2 ）

∵四棱锥 中， 底面 ， ， ，

， ， 为 上一点，

且 ，

∴ ，

∴ ，

∴ ．

以 为原点， 为 轴， 为 轴， 为 轴，建立空间直角坐标系，

2018~2019学年天津南开区高三上学期期末理科第17题10分
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（ 3 ）

则 ， ， ， ， ，

， ， ，

， ，

∴ ， ，

又 ，

∴ 平面 ．

， ， ， ，

设平面 的法向量 ，

则 ，取 ，得 ，

设平面 的法向量 ，

则 ，取 ，得 ，

设二面角 的度数为 ，

则 ．

∴ ，

∴二面角 的度数为 ．

【标注】【知识点】向量法解决空间中的垂直问题；向量法解决二面角问题；向量法求空间距离；

向量法解决空间中的平行问题

空间中的距离

（ 1 ）

（ 2 ）

14. ★★★
如图，已知直三棱柱 的底面是直角三角形， ， ，

．

求证： 平面 ．

求点 到平面 的距离．

【答案】（ 1 ）证明见解析．

2019~2020学年天津南开区高三上学期期末第17题14分
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（ 2 ） ．

【解析】（ 1 ）

（ 2 ）

由直三棱柱 的底面是直角三角形，且 ，则 ，

， 两两垂直，以 为坐标原点， ， ， 所在直线为 ， ， 轴建立

如图所示空间直角坐标系：

，  ， ， ， ， ，

，

则 ， ， ，

设平面 的法向量为 ， ，

则 ，

令 ，则 ， ，

，

∴ ，

∴ 平面 ．

设点 到平面 的距离为 ，

则 ．

【标注】【知识点】向量法求空间距离；向量法解决二面角问题；向量法解决空间中的平行问题；

向量法解决空间中的垂直问题

15. ★★★
如图，在四棱锥 中， 平面 ，四边形 是矩形， ，

， 是 的中点， ，垂足为 ．

2020~2021学年10月天津和平区天津市第一中学高三上学期月考第18题
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（ 1 ）

（ 2 ）

证明： 平面 ．

求点 到平面 的距离．

【答案】（ 1 ）

（ 2 ）

证明见解析．

．

【解析】（ 1 ）

（ 2 ）

∵ 面 ，

面 ，

面 ，

∴ ，

，

以 为 轴， 为 轴， 为 轴建系如图，

， ， ， ， ， ，

，

， ，

设面 法向量为 ，

则 即 ，

令 得 ，

∵ ，

面 ，

∴ 面 ．

设 ，

即 ，

，

，

，

∵ ，

∴ ，

解得 ，
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即 ，

，

故点 到平面 的距离为 ．

【标注】【知识点】向量法解决空间中的平行问题；向量法求空间距离；向量法解决二面角问题

3. 综合问题（动点问题）

（ 1 ）

（ 2 ）

（ 3 ）

16. ★★★★
如图，梯形 所在的平面与等腰梯形 所在的平面互相垂直， ，

． ， ．

求证： 平面 ．

求二面角 的余弦值．

线段 上是否存在点 ，使得 平面 ？请说明理由．

【答案】（ 1 ）

（ 2 ）

（ 3 ）

证明见解析．

．

不存在，理由见解析．

【解析】（ 1 ）

（ 2 ）

因为 ，且 ， 所以 四边形 为平行四边形，

所以 ． 因为 平面 ，

所以 平面 ．

在平面 内，过 作 ．

因为 平面 平面 ，平面 平面 ，

又 平面 ， ，

所以 平面 ，

所以 ， ， ．

如图建立空间直角坐标系 ．

2018~2019学年12月辽宁沈阳沈河区沈阳市第二中学高三上学期月考理科第19题12分
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（ 3 ）

由题意得， ， ， ， ， ．

所以 ， ．

设平面 的法向量为 ，

则  即 

令 ，则 ， ，所以 ．

平面 的一个法向量为 ，

则 ．

所以 二面角 的余弦值 ．

线段 上不存在点 ，使得 平面 ，理由如下：

解法一：设平面 的法向量为 ，

则  即 

令 ，则 ， ，所以 ．

因为 ，

所以 平面 与平面 不可能垂直，

从而线段 上不存在点 ，使得 平面 ．

解法二：线段 上不存在点 ，使得 平面 ，理由如下：

假设线段 上存在点 ，使得 平面 ，

设 ，其中 ．

设 ，则有 ，

所以 ， ， ，从而 ，

所以 ．

因为 平面 ，所以 ．

所以有 ，

因为 上述方程组无解，所以假设不成立．

所以 线段 上不存在点 ，使得 平面 ．

【标注】【知识点】线面平行的证明问题；直线和平面平行的判定；向量法解决空间中的垂直问
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题；向量法解决二面角问题；向量法解决空间中的平行问题

（ 1 ）

（ 2 ）

（ 3 ）

17. ★★★
如图所示，直角梯形 中，  ，  ，  ，四边形 为

矩形，  ，平面 平面 ．

求证： 平面 ．

求平面 与平面 所成锐二面角的余弦值．

在线段 上是否存在点 ，使得直线 与平面 所成角的正弦值为 ，若存在，求出

线段 的长，若不存在，请说明理由．

【答案】（ 1 ）

（ 2 ）

（ 3 ）

证明见解析．

．

．

【解析】（ 1 ）取 为原点， 所在直线为 轴， 所在直线为 轴建立空间直角坐标系，

如图所示；

则 ， ， ， ，

，  ，

设平面 的法向量为 ，

∴ ，

不妨设 ，

又 ，

∴ ，

∴ ；

又∵ 平面 ，

2020年天津南开区天津市第二十五中学高三下学期高考模拟（3月）第17题
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（ 2 ）

（ 3 ）

∴ 平面 ．

∵ ，  ，

设平面 的法向量为 ，

∴ ，

则 ，

∴ ，

∴平面 与平面 所成锐二面角的余弦值是 ．

设 ， ；

∴ ，  ，

又平面 的法向量为 ，

∴

，

化简得 ，

解得 或 ；

当 时，  ，∴ ；

当 时， ，∴ ；

综上， ．

【标注】【知识点】直线的方向向量与平面的法向量；向量法解决二面角问题；向量法解决空间中

的平行问题；向量法求空间距离

18. ★★★
如图所示，在四棱锥 中，底面四边形 是菱形， ， 是边长为

的等边三角形， ， ．

2018~2019学年北京东城区北京市第五中学高二上学期期中第19题
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（ 1 ）

（ 2 ）

（ 3 ）

求证： 底面 ．

求直线 与平面 所成角的大小．

在线段 上是否存在一点 ，使得 平面 ？如果存在，求 的值，如果不存

在，请说明理由．

【答案】（ 1 ）

（ 2 ）

（ 3 ）

证明见解析．

．

存在，此时 = ．

【解析】（ 1 ）

（ 2 ）

因为底面 是菱形， ，

所以 为 中点．

又因为 ，

所以 ， 

所以 底面 ．

由底面 是菱形可得 ，

又由（Ⅰ）可知 ．

如图，以 为原点建立空间直角坐标系 ．

由 是边长为 的等边三角形， ，

可得 ．

所以 ．

所以 ， ．

由已知可得

设平面 的法向量为 ，则 ，

令 ，则 ，所以 ．

因为 ，

所以直线 与平面 所成角的正弦值为 ，
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（ 3 ）

所以直线 与平面 所成角的大小为 ．

设 ，则

．

若使 平面 ，需且仅需 且 平面 ，

解得 ，

所以在线段 上存在一点 ，使得 平面 ．

此时 = ．

【标注】【知识点】向量法解决线面角问题；向量法解决空间中的平行问题；线面垂直的证明问

题；直线和平面垂直的判定

（ 1 ）

（ 2 ）

（ 3 ）

19. ★★★
如图，正方形 的中心为 ，四边形 为矩形，平面 平面 ，点 为 的

中点， ．

求证： 平面 ；

求二面角 的正弦值；

设 为线段 上的点，且 ，求直线 和平面 所成角的正弦值．

【答案】（ 1 ）

（ 2 ）

（ 3 ）

证明见解析；

【解析】（ 1 ）证明：取 中点 ，连结 ，

∵矩形 ，∴

∵ 、 是中点，∴ 是 的中位线

∴ 且

2016年高考真题天津卷理科第17题14分
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（ 2 ）

（ 3 ）

∵ 是正方形 中心

∴

∴ 且

∴四边形 是平行四边形

∴

∵ 面 ， 面

∴ 面 ;

如图所示建立空间直角坐标系

， ， ，

设面 的法向量

得：

∴

∵ 面 ，

∴面 的法向量

,

二面角 的正弦值为 .

∵

∴

设

∴

， ， ， ， ， ， ， ，

， ，

， ， ， ， ， ， ，

， ， ，

， ， ，

， ，
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得：

设直线 和平面 所成角为

所以直线 和平面 所成角的正弦值为 .

【标注】【知识点】向量法解决二面角问题

（ 1 ）

（ 2 ）

（ 3 ）

20. ★★★★
如图， 且 ， ， 且 ， 且 ，

平面 ， ．

若 为 的中点， 为 的中点，求证： 平面 ．

求二面角 的正弦值．

若点 在线段 上，且直线 与平面 所成的角为 ，求线段 的长．

【答案】（ 1 ）

（ 2 ）

（ 3 ）

证明见解析．

．

．

【解析】（ 1 ）建立以 为原点，分别以 ， ， 的方向为 轴， 轴， 轴的正方向的空

间直角坐标系（如图），

2017~2018学年天津河西区天津市实验中学高二下学期期末理科第17题
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（ 2 ）

（ 3 ）

可得 ， ， ， ， ， ，

， ， ．

依题意 ， ，

设 为平面 的法向量，

则

即

不妨令 ，可得 ，

又 ，

可得 ，

又因为直线 平面 ，

所以 平面 ．

依题意，可得 ， ， ．

设 为平面 的法向量，

则 即

不妨令 ，可得 ．

设 为平面 的法向量，

则 即

不妨令 ，可得 ．

因此有 ，

于是 ．

所以，二面角 的正弦值为 ．

设线段 的长为 ，则点 的坐标为 ，

可得 ，

易知， 为平面 的一个法向量，

故 ，

由题意，可得 ，

解得 ．

所以，线段 的长为 ．

【标注】【知识点】向量法解决空间中的平行问题；向量法解决二面角问题；直线的方向向量与平
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面的法向量；向量法求空间距离


