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随机变量的期望与方差

一、 随机变量的期望

1. 离散型随机变量的数学期望

数学期望的定义及表示

一般地，设一个离散型随机变量 所有可能的取的值是 ， ，…， ，这些值对应的概率是 ，

，…， ，则 ，叫做这个离散型随机变量 的均值或数学期望（简称期

望）．

数学期望的意义

离散型随机变量的数学期望刻画了这个离散型随机变量的平均取值水平．

数学期望的性质

为随机变量且 ， 为常数，记 ，则 ．

例1

1. 已知随机变量 分布列为（如表所示）：设 ，则 的数学期望 的值是            ．

【答案】

【解析】 ．

∴ ．

故答案为： ．

【标注】【知识点】离散型随机变量的数学期望；n次独立重复试验与二项分布

练1

2. 已知随机变量 的分布列如下， 那么 的期望             ，设 ，则 的期望             ．



2

【答案】  ; 

【解析】 ； ．

【标注】【知识点】离散型随机变量的数学期望

3. 已知随机变量 和 ，其中 ，且 ，若 的分布列如下表，则 的值为            ．

【答案】

【解析】 ，  ，  ，又

所以 ．　

【标注】【知识点】离散型随机变量的数学期望

2. 常见分布列模型的期望

两点分布

若随机变量 服从参数为 的两点分布，则 ．

二项分布

若 ，则 ．

超几何分布

若离散型随机变量 服从参数为 ， ， 的超几何分布，则 ．

【补充说明】

二项分布与超几何分布的期望公式证明难度较大，主体是利用公式 ，感兴趣的同学可以挑

战一下．
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例2

A. B. C. D.

4. 随机变量 服从二项分布： ，则它的期望 （   ）．

【答案】C

【解析】随机变量 服从二项分布： ，则它的期望 ．

故选 ．

【标注】【知识点】n次独立重复试验与二项分布

练2

5. 若随机变量 ，随机变量 ，若 ，则 的值为            ．

【答案】

【解析】由题意知： ， 服从二项分布，

，

，

．

【标注】【知识点】n次独立重复试验与二项分布；离散型随机变量的数学期望

A. B. C. D.

6. 在篮球比赛中，罚球命中 次得 分，不中得 分．如果运动员甲罚球命中的概率是 ，记运动员甲罚

球 次的得分为 ，则 等于（  ）．

【答案】C

【解析】由题意得 的取值范围为 ， ， ，

所以 ．

故选 ．

【标注】【知识点】两点分布；离散型随机变量的数学期望；离散型随机变量的分布列

3. 期望的实际应用
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超几何分布问题

例3

（ 1 ）

（ 2 ）

7. 一个口袋中装有大小相同的 个白球和 个黑球．

采取放回抽样方式，从中摸出两个球，求两球恰好颜色不同的概率.

采取不放回抽样方式，从中摸出两个球，求摸得白球的个数的分布列与期望．

【答案】（ 1 ）

（ 2 ）

.

分布列为：

．

【解析】（ 1 ）

（ 2 ）

采取放回抽样方式，从中摸出两个球，两球恰好颜色不同，也就是说从 个球中摸

出一球，若第一次摸到白球，则第二次摸到黑球；若第一次摸到黑球，则第二次

摸到白球．

因此它的概率 是： .

设摸得白球的个数为 ，

则 ， ， . ， ，

；

的分布列为：

．

【标注】【知识点】超几何分布

（ 1 ）

（ 2 ）

8. 在 件获奖作品中，有 件一等奖，有 件二等奖，从这 件作品中任取 件．

求取出的 件作品中，一等奖多于二等奖的概率．

设 为取出的 件作品中一等奖的件数，求随机变量 的分布列和数学期望．

【答案】（ 1 ）

（ 2 ）

．

X的分布列为：
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∴ ．

【解析】（ 1 ）

（ 2 ）

设 为事件“取出的 件产品中，一等奖多于二等奖”，

依题意，则有 ，

∴取出的 件作品中，一等奖多于二等奖的概率为 ．

随机变量 的所有可能取值为 ， ， ， ，

，

，

，

，

∴随机变量 的分布列为：

     

 

∴ ．

【标注】【知识点】超几何分布

练3

（ 1 ）

（ 2 ）

9. 十八届四中全会明确提出“以法治手段推进生态文明建设”，为响应号召，某市红星路小区的环保人

士向该市政府部门提议“在全市范围内禁放烟花、炮竹”．为此，红星路小区的环保人士对该小区年

龄在 的市民进行问卷调查，随机抽查了 人，并将调查情况进行整理后制成下表：

年龄（岁）

频数

赞成人

请估计红星路小区年龄在 的市民对“禁放烟花、炮竹”的赞成率和被调查者的年龄平均

值；

若从年龄在 、 的被调查者中各随机选取两人进行追踪调查，记被选 人中不赞成

“禁放烟花、炮竹”的人数为 ，求随机变量 的分布列和数学期望．

【答案】（ 1 ）赞成率为 ，平均值为 ．
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（ 2 ） 的分布列为：

．

【解析】（ 1 ）

（ 2 ）

赞成率为 ，被调查者的平均年龄为：

．

由题意知 的可能取值为 ， ， ， ，

，

，

，

，

∴ 的分布列为：

∴ ．

【标注】【知识点】离散型随机变量的分布列；离散型随机变量的数学期望

（ 1 ）

（ 2 ）

10. 某区选派 名队员代表本区参加全市青少年围棋锦标赛，其中 名来自 学校且 名为女棋手，另外

名来自 学校且 名为女棋手．从这 名队员中随机选派 名队员参加第一阶段的比赛．

求在参加第一阶段比赛的队员中，恰有 名女棋手的概率．

设 为选出的 名队员中 、 两校人数之差的绝对值，求随机变量 的分布列和数学期望．

【答案】（ 1 ）

（ 2 ）

．

随机变量 的分布列为

随机变量 的数学期望 ．

【解析】（ 1 ）由题意知， 名队员中分为两部分， 人为女棋手， 人为男棋手，

设事件  “恰有 位女棋手”，则 ，

所以参加第一阶段的比赛的队员中，恰有 位女棋手的概率为 ．
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（ 2 ）随机变量 的所有可能取值为 ， ， ，

其中 ，

，

，

所以，随机变量 的分布列为

随机变量 的数学期望 ．

【标注】【知识点】超几何分布

（ 1 ）

（ 2 ）

11. 甲、乙两人参加某种选拔测试．规定每人必须从备选的 道题中随机抽出 道题进行测试，在备选的

道题中，甲答对其中每道题的概率都是 ，乙只能答对其中的 道题．答对一题加 分，答错一题

（不答视为答错）得 分．

求乙得分的分布列和数学期望．

规定：每个人至少得 分才能通过测试，求甲、乙两人中至少有一人通过测试的概率．

【答案】（ 1 ）

（ 2 ）

分布列为：

．

．

【解析】（ 1 ）

（ 2 ）

设乙的得分为 ， 的可能值有 ， ， ， ，

， ，

，

乙得分的分布列为：

，

所以乙得分的数学期望为 ．

乙通过测试的概率为 ，

甲通过测试的概率为 ，
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甲、乙都没通过测试的概率为：

．

因此甲、乙两人中至少有一人通过测试的概率为 ．

【标注】【知识点】相互独立事件的概率乘法公式；离散型随机变量的数学期望；离散型随机变量

的分布列

（ 1 ）

（ 2 ）

（ 3 ）

12. 一个袋子中装有大小形状完全相同的编号分别为 ， ， ， ， 的 个红球与编号分别为 ， ， ，

的 个白球，从中任意取出 个球．

求取出的 个球颜色相同且编号是三个连续整数的概率．

求取出的 个球中恰有 个球编号相同的概率．

记 为取出 个球中编号的最大值，求 的分布列与数学期望．

【答案】（ 1 ）

（ 2 ）

（ 3 ）

．

．

的分布列为：

．

【解析】（ 1 ）

（ 2 ）

（ 3 ）

设“取出的 个球颜色相同且编号是三个连续整数”为事件 ，

则 ．

设取出的 个球“恰有两个球编号相同”为事件 ，

．

的可能值为 ， ， ， ，

，

，

，

，

∴ 的分布列为：

∴ ．
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【标注】【知识点】离散型随机变量的数学期望；离散型随机变量的分布列

独立重复试验

例4

（ 1 ）

（ 2 ）

13. 甲、乙两人按如下规则进行射击比赛，双方对同一目标轮流射击，若一方未击中，另一方可继续射

击，甲先射，直到有人命中目标或两人总射击次数达 次为止．若甲击中目标的概率为 ，乙击中目

标的概率为 ．

求甲在他第二次射击时击中目标的概率．

求比赛停止时，甲、乙两人射击总次数 的分布列和期望．

【答案】（ 1 ）

（ 2 ）

．

的分布列为

．

【解析】（ 1 ）

（ 2 ）

甲在第二次击中说明“甲不中，乙不中，甲中”，

∴ ．

可取 ， ， ， ．

， ， ，

．

∴ 的分布列为

．

【标注】【知识点】相互独立事件的概率乘法公式

（ 1 ）

14. 某商场搞促销，规定顾客购物达到一定金额可抽奖，最多有三次机会，每次抽中，可依次分别获得

元、 元、 元奖金，顾客每次抽中后，可以选择带走所得奖金，结束抽奖；也可以选择继续抽

奖，若有任何一次没有抽中，则连同前面所得奖金也全部归零，结束抽奖，设顾客甲第一次、第二

次、第三次抽中的概率分别为 ， ， ，选择继续抽奖的概率均为 ，且每次是否抽中互不影响．

求顾客甲第一次抽中，但所得奖金为零的概率．



10

（ 2 ）设该顾客所得奖金总数为 ，求随机变量 的分布列和数学期望．

【答案】（ 1 ）

（ 2 ）

．

分布列为：

．

【解析】（ 1 ）

（ 2 ）

顾客甲第一次抽中，但所得奖金为零包含两种情况：

①第一次抽中第二次没有抽中，

②第一次第二次都抽中，第三次没有抽中，

∴顾客甲第一次抽中，但所得奖金为零的概率：

．

由题意得 的可能取值为 ， ， ， ，

，

，

，

，

∴ 的分布列为：

．

【标注】【知识点】离散型随机变量的数学期望

练4

（ 1 ）

（ 2 ）

15. 某学校社团招聘工作人员，设置 、 两组测试项目供应聘人员选择，甲、乙、丙、丁四人参加应

聘，其中甲、乙、丙三人各自独立参加 组测试，已知甲、乙两人各自通过测试的概率均为 ，丙通

过测试的概率为 ．丁参加 组测试，已知 组共有 道试题，丁会做其中的 道题．丁只能且必须选

择 道题作答，答对 道题则竞聘成功．

求丁应聘成功的概率．

记测试通过的总人数为 ，求 的分布列和期望．
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【答案】（ 1 ）

（ 2 ）

．

的分布列为：

所以所求数学期望为 ．

【解析】（ 1 ）

（ 2 ）

设事件 为丁应聘成功，则 ．

由题意 所有可能的值为 ， ， ， ， ．

．

．

．

．

．

所以 的分布列为：

所以所求数学期望为 ．

【标注】【知识点】n次独立重复试验与二项分布

（ 1 ）

（ 2 ）

（ 3 ）

16. 现有 个人去参加某娱乐活动，该活动有甲、乙两个游戏可供参加者选择．为增加趣味性，约定：每

个人通过掷一枚质地均匀的骰子决定自己去参加哪个游戏，掷出点数为 或 的人去参加甲游戏，掷

出点数大于 的人去参加乙游戏．

求这 个人中恰有 人去参加甲游戏的概率；

求这 个人中去参加甲游戏的人数大于去参加乙游戏的人数的概率；

用 分别表示这 个人中去参加甲、乙游戏的人数，记 ，求随机变量 的分布列与

数学期望 ．

【答案】（ 1 ）

（ 2 ）

（ 3 ）

．

．

分布列是
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．

【解析】（ 1 ）

（ 2 ）

（ 3 ）

依题意，这 个人中，每个人去参加甲游戏的概率为 ，去参加乙游戏的概率为

．

设“这 个人中恰有 人去参加甲游戏”为事件 ，

则 ．

这 个人中恰有 人去参加甲游戏的概率 ．

设“这 个人中去参加甲游戏的人数大于去参加乙游戏的人数”为事件 ，

则 ．由于 与 互斥，故

．

所以，这 个人中去参加甲游戏的人数大于去参加乙游戏的人数的概率为 ．

的所有可能的取值为 ， ， ．

由于 与 互斥， 与 互斥，故

，

，

．

所以 的分布列是

随机变量 的数学期望 ．

【标注】【知识点】离散型随机变量的数学期望

（ 1 ）

（ 2 ）

（ 3 ）

17. 在盒子里有大小相同，仅颜色不同的乒乓球共 个，其中红球 个，白球 个，蓝球 个．现从中任取

出一球确定颜色后放回盒子里，再取下一个球．重复以上操作，最多取 次，过程中如果取出蓝色球

则不再取球．求：

最多取两次就结束的概率．

整个过程中恰好取到 个白球的概率．

设取球的次数为随机变量 ，求 的分布列和数学期望．

【答案】（ 1 ） ．
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（ 2 ）

（ 3 ）

．

随机变量 的分布列为：

的数学期望是 ．

【解析】（ 1 ）

（ 2 ）

（ 3 ）

设取球的次数为 ，

则 ， ，

所以最多取两次就结束的概率 ．

由题意可知，可以如下取球：红白白，白红白，白白红，白白蓝，

所以恰好取到 个白球的概率：

．

随机变量 的取值为 ， ， ，

，

，

，

随机变量 的分布列为：

的数学期望是 ．

【标注】【知识点】离散型随机变量的数学期望

二、 离散型随机变量的方差

1. 离散型随机变量的方差

方差的定义及表示

一般地，设一个离散型随机变量 所有可能取的值是 ， ， ， ，这些值对应的概率是 ， ，

， ，

则 叫做这个离散型随机变量 的方差．

的算术平方根 叫做离散型随机变量 的标准差．
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方差的意义

离散型随机变量的方差（标准差）反映了离散随机变量的取值相对于期望的平均波动的大小（离散程

度）．

方差的性质

对于 ，定义随机变量 （ 为随机变量），则 ．

方差的另一种求法

．

例5

18. 已知随机变量的分布列为：

若   ，则             ；             ．

【答案】  ; 

【解析】由题知 ，

，

解得 ，

∴ ．

【标注】【知识点】离散型随机变量的分布列

练5

A. B. C. D.

19. 已知 的分布列如下：

并且 ，则方差 （   ）．

【答案】A
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【解析】∵ ，

∴ ．

∴ ．

故选 ．

【标注】【知识点】离散型随机变量的方差

A. B. C. D.

20. 若 是离散型随机变量， ， ，且 ，又已知 ， ，则

的值为（  ）．

【答案】C

【解析】∵ ， ，

∴ ，

解得 或 （舍），

∴ ．

故选 ．

【标注】【知识点】离散型随机变量的方差

2. 常见分布模型的方差

两点分布

若随机变量 服从参数为 的两点分布，则 ．

二项分布

若 ，则 ．

超几何分布

若离散型随机变量 服从参数为 的超几何分布， 则

例6

21. 已知随机变量 ，则             ，             ．
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【答案】  ; 

【解析】根据二项分布的期望及方差公式可得，

．

．

故答案为： ； ．

【标注】【知识点】n次独立重复试验与二项分布

A. ， B. ， C. ， D. ，

22. 随机变量 ，且 ， ，则（   ）．

【答案】B

【标注】【知识点】n次独立重复试验与二项分布

练6

23. 已知随机变量 ，若 ， ， ，则             ．（结果用数字表

示）

【答案】

【解析】由已知条件求得 ， ，故 ．

【标注】【知识点】离散型随机变量的数学期望；n次独立重复试验与二项分布

24. 已知某随机变量 的分布列如下 ：

且 的数学期望 ，那么 的方差             ．
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【答案】

【解析】由 得分布列知 ， ①

∵ 的数学期望 ，

∴ ， ②

由①②，得 ， ，

∴ ．

故答案为： ．

【标注】【知识点】离散型随机变量的分布列；离散型随机变量的方差

三、 方差的实际应用

期望反应了随机变量取值的平均水平，而方差反映了随机变量的波动情况．

因此，我们在实际问题的决策时，需要权衡期望与方差孰轻孰重：若平均取值水平比较重要，那么首选

决策依据是随机变量的期望；若稳定情况比较重要，那么首选决策依据是随机变量的方差．

在进行优选时一定要对数据进行综合分析，有时候往往需要两者兼顾，当两组随机变量的期望一致时，

那么需要考察方差进行进一步筛选．

例7

25. 某学校为了解该校高三年级学生数学科学习情况，对广一模考试数学成绩进行分析，从中抽取了

名学生的成绩作为样本进行统计，该校全体学生的成绩均在 ，按照 ， ， ，

， ， ， ， 的分组作出频率分布直方图如图（ ）所示，样本

中分数在 内的所有数据的茎叶图如图（ ）所示．根据上级统计划出预录分数线，有下列分数

与可能被录取院校层次对照表为表（ ）．

频率
组距

成绩（分）

图（ ）

图（ ）
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（ 1 ）

（ 2 ）

（ 3 ）

分数

可能被录取院校层次 专科 本科 重本

图（ ）

求 和频率分布直方图中的 ， 的值．

根据样本估计总体的思想，以事件发生的频率作为概率，若在该校高三年级学生中任取 人，

求至少有一人是可能录取为重本层次院校的概率．

在选取的样本中，从可能录取为重本和专科两个层次的学生中随机抽取 名学生进行调研，用

表示所抽取的 名学生中为重本的人数，求随机变量 的分布列和数学期望．

【答案】（ 1 ）

（ 2 ）

（ 3 ）

； ；  ．

．

分布列

期望 ．

【解析】（ 1 ）

（ 2 ）

（ 3 ）

由题意可知，样本容量，

，

解得 ，

．

成绩能被重点大学录取的人数为，

人，

抽取的 人中成绩能被重点大学录取的频率是，

，故从该校高三年级中任取 人的概率为 ，

即该校高三年级中任取 人，至少有 人被重点大学录取的事件为 ，

则 ．

成绩能被重点大学录取的人数为 人，

成绩能被专科学校录取的人数为 人，

若随机变量 的所有可能取值为 ， ， ， ．

所以 ，  ，

， ．

故随机变量 分布列为：
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【标注】【知识点】频率分布直方图；用样本的数字特征估计总体的数字特征问题；离散型随机变

量的数学期望；相互独立事件的概率乘法公式

练7

（ 1 ）

（ 2 ）

（ 3 ）

26. 为了解学生暑假阅读名著的情况，一名教师对某班级的所有学生进行了调查，调查结果如下表

阅读名著的本数（本）

男生人数（人）

女生人数（人）

从这班学生中任选一名男生，一名女生，求这两名学生阅读名著本书之和为 的概率？

若从阅读名著不少于 本的学生中任选 人，设选到的男生人数为 ，求随机变量 的分布列和

数学期望；

判断男学生阅读名著本数的方差 与女学生阅读名著本数的方差 的大小（只需写出结论）．

【答案】（ 1 ）

（ 2 ）

（ 3 ）

．

随机变量 的分布列为

．

．

【解析】（ 1 ）

（ 2 ）

设事件 ：从这个班级的学生中随机选取一名男生，一名女生，这两名学生阅

读本数之和为4 ．

由题意可知， ．

阅读名著不少于 本的学生共 人，其中男学生人数为 人，故 的取值为

．

由题意可得 ；

；

；

；

．
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（ 3 ）

所以随机变量 的分布列为

．

男生阅读名著本数的平均数为： ，女生的平均数为 ．

∴ ．

．

∴ ．

【标注】【知识点】超几何分布

（ 1 ）

（ 2 ）

（ 3 ）

27. 在全民抗击新冠肺炎疫情期间，北京市开展了“停课不停学”活动，此活动为学生提供了多种网络课

程资源以供选择使用．活动开展一个月后，某学校随机抽取了高三年级的甲、乙两个班级进行网络

问卷调查，统计学生每天的学习时间，将样本数据分成 ， ， ， ， 五组，并整理

得到如图所示的频率分布直方图：

时间：小时

频率
组距

甲班
时间：小时

频率
组距

乙班
已知该校高三年级共有 名学生，根据甲班的统计数据，估计该校高三年级每天学习时间达

到 小时及以上的学生人数．

已知这两个班级各有 名学生，从甲、乙两个班级每天学习时间不足 小时的学生中随机抽取

人，记从甲班抽到的学生人数为 ，求 的分布列和数学期望．

记甲、乙两个班级学生每天学习时间的方差分别为 ， ，试比较 与 的大小．（只需写

出结论）

【答案】（ 1 ）

（ 2 ）

人．

的分布列为：



21

（ 3 ）

数学期望： ．

．

【解析】（ 1 ）

（ 2 ）

（ 3 ）

根据甲班统计数据，高三年级每天学习时间达到 小时及以上的学生人数为

．

由甲、乙两班的频率分布直方图，可得每天学习不足 小时的人数，

甲班： （人）．

乙班： （人）．

∴ 可以取 ， ， ．

，

，

．

∴ 的分布列为：

∴ ．

由甲、乙两班的频率分布直方图可知， ，因为甲班的直方图比乙班的更集

中．

【标注】【知识点】用样本的数字特征估计总体的数字特征问题；频率分布直方图；离散型随机变

量的数学期望；离散型随机变量的方差

四、 综合问题

乘坐站数

票价（元）

（ 1 ）

（ 2 ）

28. 某城市为鼓励人们绿色出行，乘坐地铁，地铁公司决定按照乘客经过地铁站的数量实施分段优惠政

策，不超过 站的地铁票价如下表：

现有甲、乙两位乘客同时从起点乘坐同一辆地铁，已知他们乘坐地铁都不超过 站．甲、乙乘坐不

超过 站的概率分别为 ， ；甲、乙乘坐超过 站的概率分别为 ， ．

求甲、乙两人付费相同的概率．

设甲、乙两人所付费用之和为随机变量 ，求 的分布列和数学期望．



22

【答案】（ 1 ）

（ 2 ）

．

分布列为：

数学期望为： ．

【解析】（ 1 ）

（ 2 ）

要使甲乙两人所付费用相同，则两人乘车所到站数在同一区间，

①当两人乘坐站数在 到 之间时， ，

②当两人乘坐站数在 到 之间时， ，

③当两人乘坐站数在 到 之间时， ，

∴甲乙两人付费相同的概率 ．

由题可知随机变量 的取值可能为 ， ， ， ， ，

故 ，

，

，

，

，

∴其分布列为：

数学期望为：

．

【标注】【知识点】离散型随机变量的数学期望；离散型随机变量的分布列；相互独立事件的概率

乘法公式

（ 1 ）

（ 2 ）

29. 为了丰富学生的课余生活，促进校园文化建设，我校高二年级通过预赛选出了 个班（含甲、乙）进

行经典美文诵读比赛决赛．决赛通过随机抽签方式决定出场顺序，求：

甲、乙两班恰好在前两位出场的概率．

决赛中甲、乙两班之间的班级数记为 ，求 的分布列和均值．

【答案】（ 1 ）

（ 2 ）

．

．
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【解析】（ 1 ）

（ 2 ）

设甲、乙班恰好在前两位出场的事件为 ．

．

可能取值为 ， ， ， ， ．

∴ 的分布列为：

．

【标注】【知识点】离散型随机变量的数学期望；离散型随机变量的方差；离散型随机变量的分布

列；古典概型

（ 1 ）

（ 2 ）

30. 设甲、乙两位同学上学期间，每天 之前到校的概率均为 ，假定甲、乙两位同学到校情况互不

影响，且任一同学每天到校情况相互独立．

用 表示甲同学上学期间的三天中 之前到校的天数，求随机变量 的分布列和数学期望．

设 为事件“上学期间的三天中，甲同学在 之前到校的天数比乙同学在 之前到校的天

数恰好多 ”，求事件 发生的概率．

【答案】（ 1 ）

（ 2 ）

分布列为：

数学期望 ．

．
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【解析】（ 1 ）

（ 2 ）

因为甲同学上学期间的三天中到校情况相互独立，且每天 之前到校的概率为

，

故 ，从而 ， ， ， ， ，

所以随机变量 的分布列为：

随机变量 的数学期望 ．

设乙同学上学期间的三天中 之前到校的天数为 ，则 ，

且 ，

由题意知事件 与 互斥，

且事件 与 ，事件 与 均相互独立，

从而由（ ）知，

．

【标注】【知识点】n次独立重复试验与二项分布；离散型随机变量的数学期望


