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03零点问题

一、 函数零点

1. 零点概念

对于函数 ，把使 成立的实数 叫做函数 的零点．

2. 求解不含参函数零点个数

【题型特点】含有指对函数，不含参数．

【解题思路】

①分离成两个基本函数，研究交点个数（与切线位置比较）．【零点转交点思想，首选方法】

②直接研究单调性与极值．（在不能分离时使用）

【四条必记切线】

指数函数 ：① （过原点的切线）．② ．（常用不等式）

对数函数 ：① （过原点的切线）．② ．（常用不等式）

例1（零点转交点，画图）

（ 1 ）

1. 判断下列函数的零点个数．

例2（求导判断单调性，画图）

A. B. C. D.

2. 函数 的零点的个数是（   ）．

3. 函数 的零点个数为            ．

练2

A. B. C. D.

4. 函数 的零点个数为（   ）．

3. 含参函数零点求解办法
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分离变量

【核心思想】：零点转交点

①函数 有零点 有实数根 函数 与 轴有交点．

② 有几个根 函数 与 图象有几个交点

    函数 图象与 轴有几个交点．

③方程 有几个根 函数 与函数 图象有几个交点

    函数 的图象与 轴有几个交点．

分类讨论

【核心思想】：画图

①分类讨论，研究单调性．

②画图，判定极值的正负性，解不等式．

二、 根据零点信息，求解参数取值范围（常见不分

参模型）

分类讨论的详细步骤

【详细步骤】

（ ）求导：利用等价导函数得到单调性．得到等价导函数的常用技巧如下：

①恒大于零的因式直接“忽略”．

②一定不要轻易把导函数随便展开，多去观察有没有公因式．

③“清君侧”，把 的系数除掉．

（ ）研究比较复杂的等价导函数正负性．（如果等价导函数很简单，则跳过此步）

猜零点：最常见的零点 与 （猜测首选）．比较少见的零点 或 ．

若猜出零点：那么证明该零点是唯一零点．（继续求导，利用二阶导的正负性，证明一阶导单调）

【特别说明：如果题目比较复习可能需要多次求导，重复猜零点的过程，求导之前一定要确定有零点，

换句话说，如果有零点，就可以一直导下去】

若猜不出零点：那么证明一阶导没有零点．即恒大于零活恒小于零．（继续求导，利用极值研究

最值，可得一阶导的正负性）

（ ）写出函数单调性，并计算端点值．

单调性：如果出现定义域断点，单调性一定要分开写．（断点处是渐近线）
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端点值：洛必达法则，算出每个单调性区间的端点极限值．

（ ）画出大致图像．（渐近线处一定要画的光滑）

【特别说明】

有一类题型，一阶导零点猜不出来，但是研究一阶导单调性发现，一阶导是有零点的，这类题型是隐零

点问题，比较复杂，我们将在春季课程学习．

1. 一阶导零点可求

例1

5. 已知函数 在区间 内恰有两个零点，求 的取值范

围．

（ 3 ）

6. 已知函数 ．

当 时，曲线 与直线 没有公共点，求 的取值范围．

练1

A. B. C. D.

7. 若方程 有三个不同实根，则实数 的取值范围为（      ）．

2. 导数为高次型

三次函数 ，

， ．

，当 时， 且不恒为 ， 在 上单调递增，函数 有且仅有 个零点，如下图 ．

，当 时， 有极大值和极小值；

①当 的极大值小于 或 的极小值大于 时， 有且仅有 个零点；如图 和 ；

②当 的极大值或 的极小值等于 时， 有 个零点；如图 和 ；

③当 的极大值大于 且 的极小值小于 时， 有 个零点，如图 ．
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例2

（ 1 ）

（ 2 ）

8. 已知函数 ， ．

讨论 的单调性．

若 有两个零点，求实数 的取值范围．

三、 根据零点信息，求解参数取值范围（分参型）

分离参数的详细步骤

【详细步骤】

①分离参数：将含有参数的部分与不含参数的部分，分到等号两侧，得到 ．

②研究渐近线：研究 是否有零点．

③构造函数：将 除过去，得到 ．转化为 与 交点问题．

④画图：令 ，画出 的大致图像．（图画具体步骤在后面）

（若②没有零点，则 连续．若②在有零点 ，则 在 处存在渐近线）

⑤交点个数（零点个数）：找到 的范围．

一阶导零点可求
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1. 无渐近线

例1

（ 3 ）

9. 已知函数 ．

记 ，当 时，函数 在区间 上有两个零点，求实

数 的取值范围．

练1

（ 2 ）

10. 设函数 .

设 ，若函数 有三个不同零点，求 的取值范围；

2. 有渐近线

常考察的渐近线图像

型
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型

型
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型
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型
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型
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例2

A. B. C. D.

11. 已知函数 有两个零点，则 的取值范围为（   ）．

A. B. C. D.

12. 已知函数 ，若 恰有两个不同的零点，则 的取值范围为（   ）．

练2

A. B. C. D.

13. 若函数 有 个零点，则实数 的取值范围是（   ）．

3. 二阶导问题

例3

A. B. C. D.

14. 若函数 有三个不同的零点，则实数 的取值范围是（   ）．

四、 论证零点存在性

(1)函数零点存在性定理：一般地，如果函数 在区间 上的图象是连续不断的一条曲，
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线，并且有 ，那么，函数 在区间 内有零点，即存在 ，使得

，这个 也就是方程 的根.

(2)对于函数零点存在性定理的理解，应注意以下四点：

①定理中函数 在区间 内有零点必须同时满足：函数 在区间 上的图象是

一条连续不断的曲线， ，这两个条件缺一不可.可由函数 来理解，易知

，但显然 在 内没有零点，这是因为 在 上的

图象不连续.

②符合该定理的条件能确定 在 内至少有一个变号零点，也可能有其他的变号或不变号

零点，即定理只说明零点存在，但零点不一定唯一.

③并不是所有的零点都可以用该定理来确定，若不满足该定理的条件，并不能说明函数在

内没有零点如图， ，但 在 内有零点 ，  .

④若 在 上的图象是连续不断的，且是单调函数， ，则 在 上

有唯一的零点.

， ，

， ，

， ，

，

，

，

， ，

例1

（ 1 ）

（ 2 ）

（ 3 ）

（ 4 ）

15. 证明下列函数零点相关问题：

已知函数 ，其中 ，证明： 在 有唯一零点．

已知函数 ，其中 ，证明： 在 有唯一零点．

已知函数 ，其中 ，证明： 在 有唯一零点．

已知函数 ，其中 ，证明： 在 有唯一零点．

练1

（ 1 ）

16. 证明下面与零点相关命题：

已知函数 ，其中 ，证明： 在 有唯一零点．

例2

（ 2 ）

17. 已知函数 ．

证明： 只有一个零点．
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练2

（ 2 ）

18. 已知函数 ．

当 时，求证：函数 有且只有一个零点．

五、 求零点个数

1. 静态取点

例1

（ 2 ）

19. 已知函数 ．

探讨 的零点个数．

练1

20. 已知函数 ， ，试确定函数 的零点个数，并说明理

由．

（ 3 ）

21. 已知函数 ， ．

讨论函数 的零点个数．

22. 讨论函数 零点的个数．

2. 动态取点

例2

（ 3 ）

23. 已知函数 ．

当 时，讨论函数 零点的个数．

练2

（ 2 ）

24. 已知函数 ， ．

当 时，讨论函数 的零点个数.


