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03不等式证明（一）

一、 不等式问题

题型概览：

证明  ，可以直接构造函数  ，证明  时，有  ，

即证明了  ，有时需对不等式等价变形后间接，若上述方法通过导数不便于讨论  的符号，

分别研究  的单调性与最值情况，有时需对不等式进行等价转化.

证明单元不等式  恒成立；

方法1：构造新函数  ，证明 ，证明  ，

方法2：证明一个更强不等式成立  ，从而  恒成立；

其中：方法1考查较多，方法2考查较少

1. 常见不等式的证明

例1：证明指数不等式

（ 1 ）

（ 2 ）

1. 证明如下指数不等式：

（当 时取等）

（当 时取等）．

练1：同理推导如下指数不等式

指数不等式（I）：以 代替 ，当 时有 （当 时取等），

这是为数不多的可以放大指数结构的不等式；
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指数不等式（II）：当 时有

例2：证明如下对数不等式

（ 1 ）

（ 2 ）

2. 证明如下对数不等式：

（当 时取等）；

（当 时取等）．

练2：同理推导如下指数不等式

对数不等式（I）：以 代替 ，整理得： （当 时取等）；

对数不等式（II）： ，即 ，以 代替 ．

2. 常见指对函数的图象及切线

例3：利用切线方程放缩函数

（ 1 ）

（ 2 ）

3. 已知函数 ．

求曲线 在 处的切线方程．

求证：当 时， ．

例4：利用已知确定不等式放缩函数

（ 1 ）

1

2

（ 2 ）

4. 函数 ．

讨论 的极值点的个数．

若对于 ，总有 ，

求实数 的范围；

求证:对于 ，不等式 成立．

练4

5. 已知函数 ．
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（ 1 ）

（ 2 ）

（ 3 ）

讨论函数 的单调性．

设 ，若对任意的 ， 恒成立，求整数 的最大值．

求证：当 时， ．

（ 1 ）

（ 2 ）

（ 3 ）

6. 已知函数 ．

当 时，求证： ．

当 时，若不等式 恒成立，求实数 的取值范围．

若 ，证明 ．

例5：清君侧+利用常用指数不等式进行放缩

（ 1 ）

（ 2 ）

7. 已知函数 ．

求 的单调区间．

证明： （其中 是自然对数的底数， ）．

二、 高阶导问题

1. 隐零点问题（运算代换、等价转化）

基本解题思路为：

形式上虚设；运算上代换；数值上估计；策略上等价转化；方法上分离函数（参数）；技巧上反客

为主。

例1（运算上代换）

（ 1 ）

（ 2 ）

8. 已知 ．

设 是 的极值点，求实数 的值，并求 的单调区间．

当 时，求证： ．

练1

（ 1 ）

9. 已知 ．

证明： ．

2. 隐零点问题（端点比较）

       当 在某区间 上恒/能成立，或者 在某区间 上恒成立，但 或

时．此时它的端点值恰好贴着恒成立限制条件的边界，因此会对原函数的端点处的导数符号有一
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个限制条件．

以下以 在 上恒成立且 为例，来看一下解题步骤

（1）正常求导，求出导函数的零点

（2）进行零点位置的分类讨论：

①当 在 上恒单调递增时，即 在 上恒成立时，由于 ，结论显然成立；

②如果有个 使得 在 上单调递减时，根据单调性， ，所以一定不成立！

这样，综上①②取值范围就求出来了．

换言之， 是几，根本不用算！！

只要极值点和端点位置一做比较，问题就能迎刃而解，这就是这类问题的优势所在．

例2（形式上虚设）

（ 1 ）

（ 2 ）

10. 已知函数 ．

若 ，函数 的极大值为 ，求实数 的值．

若对任意的 ， 在 上恒成立，求实数 的取值范围．

练2

（ 1 ）

（ 2 ）

11. 已知函数 ，曲线在点 处的切线方程为 ．

求 ， 的值．

若当 时，关于 的不等式 恒成立，求 的取值范围．

3. 多次构造函数求导，进行端点分析

例3

（ 1 ）

（ 2 ）

12. 已知函数 ．

求 的单调区间．

证明： ．


