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02恒成立能成立综合问题

一、 双变量的恒成立与能成立问题

能成立与恒成立问题，一般来说都是双参数问题，双参数问题的特点就是字母特别多，一般含有三个字

母，两个变量，一个参数，我们一定要学会分辨参数与变量，一般来说，题目中给了范围的都是自变

量，要求的范围的字母是参数，这是一个分辨的方法．

【方法点睛】

当两个变量各自为战时，只需要两边分开处理即可；

如果两边都有恒能成立问题，那么遵循下面的原则：

（1） 成立

（2） 成立

（3） 成立

（4） 成立

（5） 成立 的值域 的值域．

， ，

， ，

， ，

， ，

， ，

1. 分别求最值型

例1（题型1）

（ 1 ）

（ 2 ）

1. 已知函数 ， ．

讨论函数 的单调性；

已知 ，若当 时，不等式 在 上恒成立．求实数 的最大

值．

【答案】（ 1 ）

（ 2 ）

答案见解析
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【解析】（ 1 ）

（ 2 ）

（Ⅱ）（1）当 时， ，列表

0

+ 0

增 极大值 减

在 是增函数， 在 是减函数．

（2）当 时， ．列表

+ +

增 减 增

在 ， 是增函数； 在 是减函数．

（3）当 时， ． 在 是增函数．

（4）当 时， ，列表

+ +

增 减 增

在 ， 是增函数： 在 是减函数．

（5）当 时， ，列表

0

+ 0

增 极大值 减

在 是减函数．

当 时， ，

由（Ⅱ）中（2）可知 在 上是增函数，

当 时，由（Ⅰ）中（3）（4）可知，也有 在 上是增函数，

所以对于 ， 的最大值为 ．

要使不等式 在 上恒成立．

即 ，

即 对于 恒成立．

记 ，由于 ，

所以 ．

数 的最大值为6．
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【标注】【知识点】求函数单调区间（含参二次型导函数）；利用导数解决不等式恒成立问题

练1

（ 1 ）

2. 已知曲线 ．

对任意实数 ，曲线 总在直线： 的上方，求实数 的取值范围．

【答案】（ 1 ）实数 的取值范围是 ．

【解析】（ 1 ）法1：

对于任意实数 ，曲线 总在直线的 的上方，等价于

， ，都有 ，

即 ， ， 恒成立， 

令 ， 

①若 ，则 ，

所以实数 的取值范围是 ；

②若 ， ，

由 得 ，

的情况如下：

所以 的最小值为 ， 

所以实数 的取值范围是 ；

综上，实数 的取值范围是 ．

法2：对于任意实数 ，曲线 总在直线的 的上方，等价于

， ，都有 ，即

， ， 恒成立，

 令 ，则等价于 ， 恒成立，

令 ，则 ， 

由 得 ，

的情况如下：
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所以 的最小值为 ， 

实数 的取值范围是 ．

【标注】【知识点】利用导数解决不等式恒成立问题；已知切线方程求参数

（ 1 ）

（ 2 ）

3. 已知 ，函数 ， ．

求函数 的单调区间；

求证：对于任意的 ，都有 ．

【答案】（ 1 ）

（ 2 ）

的单调递增区间为 ,单调递减区间为 , ；

证明见解析．

【解析】（ 1 ）

（ 2 ）

函数 的定义域为 , ， 因为 ，

所以，当 ，或 时， ；

当 时， ．

所以， 的单调递增区间为 ,单调递减区间为 , ．

因为 在区间 上单调递增，在区间 上单调递减，

又 ， ，

所以，当 时， ．

由 ，可得 ．

所以当 时，函数 在区间 上是增函数，

所以，当 时， ．

所以，当 时，

对于任意的 ，都有 ， ，所以 ．

当 时，函数 在区间 上是增函数，在区间 上是减函数，

所以，当 时， ．

所以，当 时，

对于任意的 ，都有 ， ，所以 ．

综上，对于任意的 ，都有 ． 

【标注】【知识点】利用导数解决不等式恒成立问题

例2（题型3）

4.
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已知函数 ，若对任意的 ，总存在 使得 恒成立，则

的取值范围是            ．

【答案】

【解析】 ，对 恒成立，

， ， ， ，

，

对 恒成立，

，对 恒成立，

对 恒成立，

令 ，

则 对 恒成立，

∴ ，

∴ 或 ．

【标注】【知识点】利用导数证明不等式恒成立与能成立综合问题

（1） 时， ，

------------------------------------------------1分

， ，

------------------------------------------------2分

所以曲线在点处的切线方程为 即 ．

------------------------------------------------3分

（2）

依题即 在区间 上的最大值 大于或等于 在区间 上的最大值 ．

------------------------------------------------4分

易知 在区间 上的最大值为 ．

------------------------------------------------5分

．

------------------------------------------------6分

令 ，解得 或 .

①当 ，即 时，

在区间 上恒成立，

------------------------------------------------7分
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故在 上 单调递增，

所以，

解得 ；

------------------------------------------------8分

②当 ，即 时

 

在区间 上恒成立，故在 上 单调递减，

------------------------------------------------9分

所以，

解得 ；

故 满足条件；

-----------------------------------------------10分

③当 ，即 时，列表如下：

故 或 ，

-----------------------------------------------11分

所以 或 ，

解得 满足条件，

-----------------------------------------------12分

综合①②③得 或 ．

-----------------------------------------------13分

 

练2

（ 1 ）

5. 已知函数 ．

设 ，对 ， ， ，求实数 的取值范

围．

【答案】（ 1 ） ．

【解析】（ 1 ） ，欲使 ， 使得 ，



7

令欲 ，求即 对 成立，

当 时， ， ，不合题意，

当 时，由 ，可得 恒成立，

设 ， ，

令 ， ，

①当 时， ，此时 ， ，

于是 ，符合条件；

②当 时， ，此时 ， ，

存在 ．

使得 ，于是对任意 ， ， ，

于是当 时， ，不合条件，

综上： ．

【标注】【知识点】利用导数解决不等式恒成立与能成立综合问题；已知极值情况求参数范围

例3（题型4）

6. 已知函数 ，若存在 ， ，使得 成立，求 的取值范围．

【答案】 ．

【解析】由分析可知 即可，下面开始研究 和 的最值．

，

当且仅当 时等号成立，

∴当 时， 取到最大值 ．

若 ，则 ，

故 在 上单调递减， ，

∴ ，解得 ．

若 ，设 ，

则 ，

在 上单调递增， ，

∴ ，解得 ，与 矛盾，故此时 不存在．

若 ，则令 ，解得： ．
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∴当 时， ， 单调递减；

当 时， ， 单调递增．

∴

，

∴ ．

但由 可知， ，

，

∴ ，与

矛盾，

故此时 不存在．

综上所述， ．

【标注】【知识点】导数与最值

例4（题型5）

（ 1 ）

（ 2 ）

7. 已知函数 ， （ ， 为自然对数的底数）．

若函数 在 上无零点，求 的最小值．

若对任意给定的 ，在 上总存在两个不同的 （ ， ），使得 成

立，求 的取值范围．

【答案】（ 1 ）

（ 2 ）

．

【解析】（ 1 ）因为 在 上恒成立不可能，故要使函数 在 上无零点，

只要对任意的 ， 恒成立，即对 ， 恒成

立．

令 ， ，
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（ 2 ）

，

再令 ，

则 ，

所以 在 上为减函数，于是 ，

从而， ，于是 在 上为增函数， ．

故要使 恒成立，只要 ．

综上，若函数 在 上无零点，求 的最小值为 ．

．

当 时， ，函数 单调递增；

当 时， ，函数 单调递减．

∵ ， , ，所以函数 在 上的值域为 ．

当 时， ，不合题意；

当 时， ， ，

故必须满足 ， ．①

当 变化时， ， 的变化情况如下：

单调递减 最小值 单调递增

∵ ， ， ，

，

∴对任意给定的 ，在区间 上总存在两个不同的 （ ,2），使得

成立，

当且仅当满足下列条件

即 ，           ②

，            ③

令 ， ，

．

令 ，得 ，

当 时， ，函数 单调递增；

当 时， ，函数 单调递减．
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所以，对任意 ，有 ，即②对任意

恒成立．

由③式解得 ．④

综合①④可知，当 时，对任意给定的 ，在 上总存

在两个不同的 （ ,2），使得 成立．

【标注】【知识点】函数零点的概念；已知零点或根情况求参数范围；利用导数解决不等式能成立

问题；导数与最值

练4

A. B. C. D.

8. 已知函数 ，函数 ，若对任意 ，总存在 ，使

，则实数 的取值范围是（  ）．

【答案】D

【解析】根据所给条件，

函数 在 上的值域 ，

，当且仅当 时取等号，

，

时， ， 时， ，

则有 且 ，函数的值域为 ，

则 的值域包含 ，

函数 ，则 ， 时，解得 ，

当 时， ，

∴ ， ，

∴ ，

∴ 在 上单调递减，在 上单调递增，

显然 ，

由题意可知， ，

即 ，

∴ ，

当 时， ，
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∴ 在 上单调递减， ，不合题意，

当 时， ， ，

不满足 的值域 ，

综上 ．

故选 ．

【标注】【知识点】利用导数解决不等式恒成立与能成立综合问题

2. 合二为一型

【方法点睛】

当题目中出现两个变量纠缠在一起时，需要我们想办法把这两个变量合并成同一个．

下面的问题处理过程中，由于它是齐次的，我们可以通过两侧同除 的方式，让两边都变成关于 的函

数，再进行处理．

这种处理手段，在正余弦相关的齐次分式（如：已知 ，求 的值，上下同除 ）

中，已经见过一次．它们的方法本质上是同源的．

例5

（ 1 ）

（ 2 ）

（ 3 ）

9. 已知函数 （ ）．

当 时，求曲线 在点 处的切线方程．

若 在 上为单调递减，求 的取值范围．

设 ，求证： ．

【答案】（ 1 ）

（ 2 ）

（ 3 ）

曲线 在点 处的切线方程为 ．

的取值范围为 ．

证明见解析．

【解析】（ 1 ）

（ 2 ）

的定义域为 ．

当 时， ，

所以 ．

因为 且 ，

所以曲线 在点 处的切线方程为 ．

若函数 在 上为单调递减，

则 在 上恒成立．

即 在 上恒成立．
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（ 3 ）

即 在 上恒成立．

设 ，

则 ．

因为 ，

所以当 时， 有最大值 ．

所以 的取值范围为 ．

因为 ，不等式 等价于 ．

即 ，令 ，原不等式转化为 ．

令 ，

由（ ）知 在 上单调递减，

所以 在 上单调递减．

所以，当 时， ．

即当 时， 成立．

所以，当 时，不等式 成立．

【标注】【知识点】通过构造函数证明不等式；区间上恒单调

练5

（ 1 ）

（ 2 ）

10. 设函数 ．若曲线 在点 处的切线方程为 （ 为自然对数的

底数）．

求函数 的单调区间．

若 ，试比较 与 的大小，并予以证明．

【答案】（ 1 ）

（ 2 ）

单调递减区间是 ， 单调递增区间是 ．

（当且仅当 时取等号）．证明见解析．

【解析】（ 1 ）函数 的定义域为 ．

．

依题意得 ， ，即 ，

∴ ， ．

∴ ， ．

当 时， ； 当 时， ．

所以函数 的单调递减区间是 ， 单调递增区间是 ．
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（ 2 ）当 ， 时， ．

等价于 ，

也等价于 ．

不妨设 ，

设 ， ，

则 ．

当 时， ，所以函数 在 上为增函数，

即 ，

故当 时， （当且仅当 时取

等号）．

令 ，则 ，

即 （当且仅当 时取等号），

综上所述，当 ， 时， （当且仅当 时取等号）．

【标注】【知识点】双变量问题；通过构造函数证明不等式；直接求函数的单调性（不含参）


