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02单调性、极值与最值

一、 函数的单调性与导数

 

如图，导数 表示函数 在点 处的切线的斜率．在

处， ，切线是“左下右上”式的，这时，函数 在

附近单调递增；在 处， ，切线是“左上右下”式

的，这时，函数 在 附近单调递减．

一般地，函数的单调性与其导数的正负有如下关系：

在某个区间 内，如果 ，那么函数 在这个区间内单调递增；如果 ，那

么函数 在这个区间内单调递减．（并非充要条件）

如果在某个区间内恒有 ，那么函数 有什么特性？

【问题思考】

与 单调递增是什么关系？（充分不必要、必要不充分、充要条件）

与 单调递增是什么关系？（充分不必要、必要不充分、充要条件）

1. 导数图像与原图像

例1

A. B.

C. D.

1. 函数 的大致图象为（   ）．
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A. B. C. D.

2. 已知定义在 上的函数 的图象（如图所示）与 轴分别交于原点，点 和点 ，

若 和 是函数 的两个零点，则不等式 的解集（   ）．

练1

A. B.

C. D.

3. 设 是函数 的导函数，将 和 的图像画在同一个直角坐标系中，不可能正

确的是（  ）．

A. B.

4. 已知 上可导函数 的图象如图所示，则不等式 的解集为（  ）．



3

C. D.

二、 求函数的单调区间的步骤

（1）确定函数 的定义域；

（2）求出导函数 解析式，解方程 ，求出该方程在定义域内的一切实根；

（3）将实根从小到大依次标在 轴上，画出导函数的大致图像；

（4）考察各个小区间上 的符号，根据符号判断相应区间上的单调性．

1. 求解确定函数单调性

例1

5. 设函数 ．求函数 的单调区间．

A. B. C. D.

6. 函数 的单调递减区间为（  ）．

练1

（ 1 ）

（ 2 ）

7. 求下列函数的单调区间：

；

．

2. 等价导函数变换

【技巧点睛】在导函数中，恒大于零的因式，可以直接“忽略”；若是恒小于零的因式，可以直接简记

为负号。

【方法点睛】常见可“忽略”（恒大于 ）因式： ， （含有 ），二次函数（ ），平方的分

母，一些常见切线模型【（ ）、（ ）】．

例2 恒大于零

A. ， B. ，

C. D.

8. 函数 的单调减区间是（  ）．

例3 定义域有断点
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9. 研究 的图像与导函数正负性的关系．

【题型通解】由上题我们可知，如果定义域出现断点，那么单调性也要分开写．

例4 导函数分母是平方恒大于零

10. 求 的单调性．

例5 恒为正（含有 ）

11. 求 的单调性．

3. 二次求导型

例6

12. 求 的单调性．

4. 利用导数判断单调性，从而比较大小或求解不等式

例7

A. B.

C. D.

13. 设定义在 上的函数 ，则不等式 的解集是（  

）．

练7

A. B. C. D.

14. 已知函数 ，设 ， ， ，则 ， ，

的大小关系是（   ）．

三、 逆向构造新函数，利用新函数性质求解

1.逆用求导公式构造函数的常见模型

【1】

【2】
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【3】

【4】

【5】

【6】

【7】

【8】

【9】

【10】 在  上单调递减；

【11】  在  上单调递减；

2、利用不等式的对称性，合理构造新函数：

 在  上单增

例1

A. B. C. D.

15. 设函数 是奇函数 的导函数， ，当 时， ，则使

得 成立的 的取值范围是（  ）．

A. B. C. D.

16. 已知定义域为 的奇函数 的导函数为 ，当 时， ．若

， ， ，则 ， ， 的大小关系是（  ）．

A. B. C. D.

17. 函数 的定义域为 ， ，对任意的 ，都有 成立，则不等式

的解集为（  ）．

练1

A. B. C. D.

18. 已知函数  在  上可导且满足  ，则下列一定成立的为（   ）．

A. B. C. D.

19. 已知函数 是定义在 上的奇函数，且在区间 上有 恒成立，若

，令 ， ， 则（  ）．
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四、 函数极值（点）的概念

1. 函数极值点的概念

以 ， 两点为例，我们可以发现，函数 在点 的函数值 比它在点 附近其他点的

函数值都小，而且在点 附近的左侧 ，右侧 ；类似地，函数 在点

的函数值 比它在点 附近其他点的函数值都大，而且在点 附近的左侧 ，右侧

．

由此启发我们引出极值的概念：

已知函数 ，设 是定义域内一点，如果对于 附近的所有点 ，都有 ，则称

在点 处取得极大值，并把 称为函数 的一个极大值点；

如果对于 附近的所有点 ，都有 ，则称 在点 处取得极小值，并把 称为函数

的一个极小值点．

极大值与极小值统称为极值，极大值点与极小值点统称为极值点．

极值反映了函数在某一点附近的大小情况，刻画的是函数的局部性质．

例1

A. B. C. D.

20. 已知 是定义域为 的偶函数，当 时， ．那么函数 的极值点的个

数是（  ）．

（ 1 ）

21. 已知函数 ， ．

若 ，求函数 的极值；

练1
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A.

B.

C.

D.

22. 对于函数 ，（ 是实常数），下列结论正确的一个是（    ）．

 时， 有极大值，且极大值点

 时， 有极小值，且极小值点

 时， 有极小值，且极小值点

 时， 有极大值，且极大值点

2. 不可导型（选讲）

不连续型

例2

23. 判定 是否在 处取得极值？并判定是极大值还是极小值．

连续不可导型

例3

24. 判定 是否在 处取得极值？并判定是极大值还是极小值．

3. 可导型（可导必连续）

【知识导读】五大基本初等函数，经过加减乘除以及符合运算得到的函数都是连续可导函数．

知识点睛

易错点辨析：

①极值点不是点坐标，是一个实数．

②从原函数来看，极值点是原函数图像拐弯的地方，但我们不能把它叫做拐点．【拐点：特指函数图像

凹凸性发生变化的点，即为二阶导的零点，拐点是点坐标】

③从导函数来看，极值点必须是穿过 轴的零点．【驻点：特指函数一阶导的零点，驻点要求函数可

导，驻点是实数】

④端点都不是极值点．

概念剖析

25. 函数的极大值一定比极小值大吗？请举例说明．

26. 一阶导等于 的点一定是极值点吗？请举例说明．
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27. 最大值一定是极大值吗？请举例说明．

例4

A. 个极大值点， 个极小值点 B. 个极大值点， 个极小值点

C. 个极大值点，无极小值点 D. 个极小值点，无极大值点

28. 如图，已知直线 与曲线 相切于两点，则 有（  ）．

练4

A. ①② B. ③④ C. ②③ D. ①④

29. 下图是函数 的导函数的图象，给出下面四个判断．

① 在区间 上是增函数；

② 是 的极小值点；

③ 在区间 上是增函数，在区间 上是减函数；

④ 是 的极小值点．

其中正确判断的序号为（  ）．

五、 函数极值的求解

下面我们研究如何利用导数求函数的极值．

观察下图：



9

我们可以看到曲线 在极值点 ， ， 处的切线与 轴平行或重合，即在这些极值点处：

， ， ．

于是我们有如下结论：

设 是函数 的极值点，且 在 处可导，则必有 ．

再观察一下再极大值点与极小值点附近函数及其导数的取值情况：

（1）在 处， ，且导函数符号为左正右负，因此原函数先增后减， 是 的极大值

点．

（2）在 处， ，且导函数符号为左负右正，因此原函数先减后增， 是 的极小值

点．

（3）在 处， ，且导函数符号为左正右负，因此原函数先增后减， 是 的极大值

点．

求极值的步骤

综合以上分析，我们得到求函数 极值的方法：

（1）确定函数的定义域；

（2）求导数 ；

（3）解出方程 在定义域内的全部实根；

（4）检测每个实根左右两侧导函数的符号，进而判断：

①如果在某实根附近导数符号为左负右正，则该实根为极小值点；

②如果在某实根附近导数符号为左正右负，则该实根为极大值点；

③如果在某实根附近导数符号保持不变，则该实根不是极值点．

1. 图像与极值

例1
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下图是函数 的图像，试找出函数 的极值点，并指出哪些是极大值点，哪些是极小值

点．

下图是导函数 的图像，试找出函数 的极值点，并指出哪些是极大值点，哪些是极小

值点．

练1

A. 函数 有极大值 和极小值 B. 函数 有极大值 和极小值

C. 函数 有极大值 和极小值 D. 函数 有极大值 和极小值

30. 设函数 在 上可导，其导函数为 ，且函数 的图象如图所示，则下列结论

中一定成立的是（   ）．

2. 求解极值

例2
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A. B. C. D.

31. 若 是函数 的极值点，则 的极小值为（   ）．

（ 1 ）

32. 已知函数 ．

若 在 处有极值 ，求 ， 的值．

练2

（ 1 ）

33. 设 ．

当 时，求 的极大值和极小值．

（ 1 ）

34. 已知函数 ， ．

其求函数 的极值．

六、 函数最值的求法

1. 最值与极值的辨析

①可导函数在闭区间内必有最值，不一定有极值．

②可导函数在开区间内不一定有最值，也不一定有极值．

【方法点睛】

①如果一个连续函数在某个闭区间内有最值，那么最值要么在极值点出取得，要么在端点处取得．

②如果一个连续函数有最值，没有端点，那么最值一定在极值点出取得．

【拓展一】

定义域为开区间的连续函数是否可能有最值，若有，请举例，若没有，请说明理由．

实例： ．

研究上例我们发现，函数 的最大值和最小值分别就是极大值和极小值．

由此我们得到这样的结论：开区间上连续函数若有最值，则最值一定在某些极值点处取得．

【拓展二】

若把上面结论中的“连续”两个字去掉，结论还正确么？若不正确，请举出反例．

反例：狄利克雷函数， ．

有了上面的分析，我们不难得到以下的结论：对于闭区间上连续的函数，最值其实是以极值和区间端点

值形成的集合中的数量最大（小）的元素．借助于这条结论，就不难求解函数的最值了．

可导函数闭区间最值求法
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若函数 在 上连续，在 上可导，求其最值的步骤如下：

．求出函数 在 上的极值．

．将所求的的若干极值与 和 比较，数值最大的为最大值，数值最小的为最小值．

补充说明

若求开区间的最值，那么区间内最大的极大值即为最大值，最小的极小值即为最小值．

例1

A. B. C. D.

35. 函数 在区间 的最大值为（  ）．

36. 已知函数 在 上的最大值和最小值分别为 和 ，则

            ．

练1

A. B. C. D.

37. 函数 的最大值为（  ）．


