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03二项式定理

一、 二项式定理

1. 概念

一般地，我们可以把 表示为 ， 个 相乘，乘得的每一项，是

从每个 里任取一个字母 或 的乘积，所以 的展开式中每一项都是 （

）．对于每一项 ，是由 个 中选取 ， 个 中选取 得到的，它出现的次数（也就是这

一项的系数）相当于从 个 中取 个 的组合数，即为 ，由此我们得到下面的公式：

．

这个公式所表示的规律叫做二项式定理 .

2. 二项式系数、二项式的通项

其中， 叫做 的二项展开式，

系数 叫做二项式系数，

式中的 叫做二项展开式的通项，它代表的是 的二项展开式的第 项，用 表示，即

通项为展开式的第 项： ．

【注意事项】

（1）注意这个通项公式的成立前提，它代表的是 的二项展开式的第 项；

（2） 的二项展开式的第 项与 的二项展开式的第 项是有区别的，要注意字母的前

后顺序；

（3）二项式系数与二项展开式的系数的区别：

例如： 的二项展开式的第 项为： ，

相应的系数是： ，

而二项式系数是： ，这里面的项的系数是从 的角度出发的．

3. 求指定项

例1

1. 设二项式 的展开式中常数项为 ，则             ．
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【答案】

【解析】 .

【标注】【知识点】二项式定理的展开式

练1

A. B. C. D.

2. 二项式 的展开式的第二项是（  ）．

【答案】D

【解析】第二项应该为 ，

故选 ．

【标注】【知识点】求二项式展开式的特定项

A. B. C. D.

3. 已知 的展开式中第三项与第五项的系数之比为 ，则展开式中常数项是（    ）．

【答案】D

【解析】通项公式 ，

由题设 ．

令 ，

故常数项为 ．

【标注】【知识点】求项的系数或二项式系数

4. 求项的系数

例2

A. B. C. D.

4. 的展开式中含 的系数是（  ）．
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【答案】D

【解析】 ，

令 得 ，

∴ ，

∴其展开式中含 项的系数为 ．故选D．

【标注】【知识点】求项的系数或二项式系数

A. B. C. D.

5. 的展开式中 的系数为（　　）．

【答案】D

【解析】 由通项公式可得： ．

那么 ．

要得到 项：

可得： 或 ．

当 时，系数为 ．

当 时，系数为 ．

合并后系数为： ．

故选 ．

【标注】【知识点】求二项式展开式的特定项；二项式定理的展开式

A. B. C. D.

6. 已知 ，则 （　　）．

【答案】D

【解析】由已知 ，

则 ， ，所以则 ．

故选 ．

【标注】【知识点】求项的系数或二项式系数

练2
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7. 在二项式 的展开式中，第四项的系数是          ．

【答案】

【解析】 ，∴系数为 ．

【标注】【知识点】二项式定理的展开式

A. B. C. D.

8. 的展开式中 的系数是（  ）．

【答案】D

【解析】利用二项展开式的通项公式写出 的通项，从而确定 的系数．

因为 的通项公式为 的通项公式为 ，故 的通项公式为

令 ，得 的系数为 ．

【标注】【知识点】求项的系数或二项式系数

A. B. C. D.

9. 使得 展开式中含有常数项的最小的 是（   ）．

【答案】B

【解析】展开式的通项为

若能取到常数项，则 有解，

即 有整数解，因此 的最小取值为 .

【标注】【知识点】求项的系数或二项式系数

A. B. C. D.

10. 已知 ，则 （   ）．

【答案】C

【解析】由
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，

得 ，

∴ ．

故选 ．

【标注】【知识点】求项的系数或二项式系数；求二项式展开式的特定项

5. 求参数

例3

11. 若 的展开式中 的系数是 ，则实数 的值是            ．

【答案】

【解析】二项展开式的通项  令 可得  

  故答案为：

【标注】【知识点】求项的系数或二项式系数；求二项式展开式的特定项

练3

A. B. C. D.

12. 若 展开式的常数项为 ，则 的值为（   ）．

【答案】D

【解析】二项展开式的通项为 ．

令 ，得 ．

由题意可得 ，因此， ．

故选： ．

【标注】【知识点】求项的系数或二项式系数

13. 若 的展开式中 的系数是 ，则实数             ．

【答案】
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【解析】 的展开式的通项 ，

令 ，解得 ，

∴ ，

解得 ．

【标注】【知识点】二项式定理的展开式

二、 二项式系数性质

1. 对称性

在二项展开式中，与首末两项“等距离”的两项的二项式系数相等．

2. 增减性与最值

二项式系数（数列）在前半部分逐渐增大，在后半部分逐渐减小，在中间（项）取得最大值．其中：

（1）当 为奇数时，二项展开式有偶数项，二项式系数由 （第一项）逐渐增大至 （第

项），再由 （第 项）减小至 （第 项），即二项展开式中间两项的二项式相等且最

大；

（2）当 为偶数时，二项展开式有奇数项，二项式系数由 （第一项）逐渐增大至 （第 项），

再由 （第 项）减小至 （第 项），此时二项展开式的中间项的二项式最大；

3. 其他性质

（1）二项式系数的和只与幂指数 有关，即： ．

（2）奇数项的二项式系数之和与偶数项的二项式系数之和相等，即：

．

例4

A. 第 项 B. 第 项 C. 第 项 D. 第 项

14. 在二项式 的展开式中，当且仅当第 项的二项式系数最大，则系数最小的项是（  

）．

【答案】C

【解析】由题意得，展开式中只有第 项的二项式系数最大，则 是厚书，且第 项为中间项，
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∴ ，可得 ，

∴展开式通项 ，

当 为偶数，即奇数项的系数都为正，当 为奇数，即偶数项的系数都为负，

又 ， ，比较可得，第 项系数最小．

故选 ．

【标注】【素养】数学运算

【素养】数学抽象

【素养】逻辑推理

【知识点】求二项式展开式的特定项

【知识点】二项式定理的展开式

【知识点】求项的系数或二项式系数

【知识点】二项式系数的性质

15. 二项式 的展开式中，常数项等于            ；二项式系数和为            ．

【答案】  ; 

【解析】二项式 的展开式的通项公式是

．

令 ，得 ．

∴常数项是

；

二项式系数和为 ．

故答案为： ； ．

【标注】【知识点】二项式定理的展开式

A. B. C. D.

16. 展开式中所有奇数项系数之和为 ，则展开式中各项系数的最大值是（  ）．

【答案】C

【解析】由题意可得： ，解得 ．
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则展开式中各项系数的最大值是 或 ，则 ．

故选： ．

【标注】【知识点】二项式系数的性质；求二项式展开式的特定项

练4

17. 如果 展开式中，第四项与第六项的系数相等，则             ，展开式中的常数项的值等

于            ．

【答案】  ; 

【解析】由题意有 ；展开式的常数项的值为 ．

【标注】【知识点】二项式定理的展开式

A. B. C. D.

18. 已知 的展开式中第 项与第 项的二项式系数相等，则奇数项的二项式系数和为（   ）．

【答案】C

【解析】 的展开通项公式 1 ，

∵第 项和第 项二项式系数相等，

∵ ，

∵ ，

奇数项的二项式系数之和为 ．

(注: , )．

【标注】【知识点】求项的系数或二项式系数；求二项式展开式的特定项；二项式系数的性质

19. 二项式 的展开式中只有第 项的二项式系数最大，则展开式中的常数项为            .

【答案】

【解析】二项展开式中只有第 项系数最大，故 ，

 ，

由题意有 ，解得  ，
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所以常数项为  ．

【标注】【知识点】二项式系数的性质

A. B. C. D.

20. 若 展开式中的所有二项式系数和为 ，则该展开式中的常数项为（   ）．

【答案】B

【解析】二项展开式的系数和为 ，所以 ，

二项展开式为 ，

令 ，得 ，

所以常数项为 ．

【标注】【知识点】二项式定理的展开式

A. B. C. D.

21. 若二项式 的展开式中二项式系数之和为 ，则展开式中 项的系数为（   ）．

【答案】B

【解析】由题知 ，则 ，于是 ，故展开式中 项

为 ，故选 ．

【标注】【知识点】求项的系数或二项式系数

A. B. C. D.  

22. 在 的展开式中，各项系数与二项式系数和之比为 ，则 的系数为（   ）．

【答案】C

【解析】令 中 为 得各项系数和为 ，又展开式的各项二项式系数和为 ，

∵各项系数的和与各项二项式系数的和之比为 ，

∴ ， 解得 ，

∴二项式的展开式的通项公式为 ， 令 ，求得 ，故展开

式中含 项系数为 ．

故选 ．
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【标注】【知识点】求项的系数或二项式系数

三、 赋值法

二项展开式是一个恒等式，通过对字母 和 灵活赋值，我们可以得到指定项的各种线性组合的最终结

果．

例5

23. 若 ，则             ．

【答案】

【解析】令  可得，  ,

则  ,

故答案为：  ．

【标注】【知识点】二项式定理的展开式；赋值问题

24. 设 ，则             ；             ．

【答案】  ; 

【解析】令 可得： ；令 可得 ．

【标注】【知识点】赋值问题

练5

A. B. C. D.

25. 若 ，则 的值等于（  ）．

【答案】A

【解析】此题无解析

【标注】【知识点】二项式定理的展开式；赋值问题
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26. 设 ，则 的值是            ．

【答案】

【解析】

，

∴ ．

故答案为： ．

【标注】【知识点】二项式定理的展开式；赋值问题

27. 设 ，则             ；

            ．

【答案】  ; 

【解析】在等式

中，

令 ，可得 ，

．

故答案为： ； ．

【标注】【知识点】赋值问题；二项式定理的展开式；求项的系数或二项式系数；求二项式展开式

的特定项

A. B. C. D.

28. 若 ，则 的值为（  ）

【答案】A

【解析】令 ，得 ，

令 ，得 ，

所以
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．

【标注】【知识点】赋值问题

29. 若 ，则             ．

【答案】

【解析】在 中，

令 ，可得 ，

令 ，可得 ，

故 ，

故答案为： ．

【标注】【知识点】赋值问题；求项的系数或二项式系数；二项式定理的展开式

四、 余数的计算

利用二项式定理处理整除或求余问题，通常把被除数写成以除数为变量的一次函数形式，然后展开，这

样，只需要考虑不含除数的个别项即可．

例6

（ 1 ）

（ 2 ）

（ 3 ）

30. 回答下列问题：

除以 的余数是            ；

除以 的余数是            ；

除以 的余数是            ．

【答案】（ 1 ）

（ 2 ）

（ 3 ）

【解析】（ 1 ）将 分解成含 的因数，然后用二项式定理展开，不含 的项就是余数．
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（ 2 ）

（ 3 ）

又∵余数不能为负数，需转化为正数

∴ 除以 的余数为

∴应填： ．

将 写成 ，然后利用二项式定理展开．

容易看出该式只有 不能被 整除，

因此 除以 的余数，即 除以 的余数，故余数为 ．

∴应填： ．

，用二项式定理展开后，

易知除了最后一项，其它都能被 整除．

因此只需考虑 除以 的余数．

只需考虑最后 项，不难算出余数为 ．

【标注】【知识点】二项式定理的展开式；整除问题

练6

31. 求证： 能被 整除．

【答案】证明见解析．

【解析】∵

，

又∵  

∴  能被 整除．

【标注】【知识点】二项式定理的展开式；整除问题

32. 设 ，且 ，若 能被 整除，则             ．
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【答案】

【解析】 ．

∵ 能被 整除．

∴ 能被 整除．

又 ，且 ，则 ．

故答案为： ．

【标注】【知识点】二项式定理的展开式

（ 1 ）

（ 2 ）

33. 回答下列问题：

证明： ．

证明：对一切 ，都有 能被 整除．

【答案】（ 1 ）

（ 2 ）

证明见解析．

证明见解析．

【解析】 方法一：

方法二：

（ 1 ）

（ 2 ）

由于

∴ ，

所以，

．

由 ，且 ，

两边求导，得 ，

令 ，得 ，且 ．

①当 时， 能被 整除，命题成立．

②假设 时，结论成立，即 能被 整除，

那么 时，

，

由于 、 能被 整除，

即 时结论成立．
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综上所述：命题得证．

【标注】【知识点】数学归纳法；二项式定理的展开式


