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平面向量数量积

一、 平面向量的数量积

1. 知识讲解

向量的夹角

①定义：已知两个非零向量 和 ，如图，作 ， ，则 叫做向量 和 的夹角.

②向量夹角的范围：

③向量夹角的特殊情形：

当 时，向量 共线且同向；

当 时，向量 相互垂直，记作 ；

当 时，向量 共线且反向.

图 图 图

，

，

，

，

【注意】

①向量的夹角是针对非零向量定义的.

②按照向量夹角的定义，只有两个向量的起点重合时所对应的角才是两向量的夹角，如图所示，

不是向量 与 的夹角，作 ，则 才是向量 与 的夹角.
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向量的数量积

已知两个非零向量 与 ，我们把数量 叫做 与 的数量积(或内积)，记作 ，即

，其中 是 与 的夹角.

我们规定，零向量与任一向量的数量积为0.

【注意】

①两向量的数量积，其结果是数量，而不是向量，提它的值为两向量的模与两向量夹角的余弦的乘

积，其符号由夹角的余弦值决定.

②在运用数量积公式解题时，一定要注意两向量夹角的范围是 .

③在书写两个向量的数量积时，中间的点乘不能省略不写， 这种写法是错误的.

，

向量数量积的性质

下面给出根据平面向量数量积运算公式得到的一系列性质：

若 、 是非零向量，则有：

1． ；

2． ；

3．若 为 、 的夹角，则有 ；

4．当 与 同向时， ；当 与 反向时， ；因此， ．

2. 例题精讲

A. B. C. D.

1. 已知 、 、 是三个非零向量，则下列命题中，真命题的个数是（  ）．

① ；

② 、 反向 ；

③ ；

④ ．
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【答案】C

【解析】①②③正确，当 或 时，④错误．

【标注】【知识点】共线向量；平面向量数量积运算（非坐标）

A. B. C. D.

2. 已知向量 ， 满足 ， ，且 与 的夹角为 ，则 （   ）．

【答案】D

【解析】

，

∴ ．

故选 ．

【标注】【知识点】向量的模；利用向量数量积求模长

3. 已知向量 ， 满足 ， ， ，则             ．

【答案】

【解析】∵ ， ， ，

∴ ，

∴ ，

∴ ，

∴ ．

故答案为： ．

【标注】【知识点】向量的模

3. 课堂巩固

4.
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A. 充分而不必要条件 B. 必要而不充分条件

C. 充分必要条件 D. 既不充分也不必要条件

设 ， 是向量，则“ ”是“ ”的（  ） ．

【答案】D

【解析】若 成立，则以 ， 为边组成平行四边形，那么该平行四边形为菱形， ，

表示的是该菱形的对角线，而菱形的对角线不一定相等，所以

不一定成立，从而不是充分条件；反之， 成立，则以 ， 为边组成

平行四边形，则该平行四边形为矩形，矩形的邻边不一定相等，所以 不一定成

立，从而不是必要条件．

故选 ．

【标注】【素养】逻辑推理

【知识点】充要条件与向量结合

【知识点】向量的模

A. B. C. D.

5. 已知 、 均为单位向量，它们的夹角为 ，那么 （   ）．

【答案】C

【解析】方法一：

方法二：

∵ ， 均为单位向量，

∴ ， ，

又∵两向量的夹角为 ，

∴ ，

∴

．

故答案为 ．

故选  ．

利用加法的平行四边形法则，如图，
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A B

CD

， ， ，再由余弦定理，可知

，即 ．

【标注】【知识点】利用向量数量积求模长

A. B. C. D.

6. 已知向量 ， 满足： ， ， ，则 （   ）．

【答案】D

【解析】

，

∴ ，

．

综上所述，答案选择 ．

【标注】【知识点】向量的模；向量的数量积的定义；平面向量数量积运算（非坐标）；利用向量

数量积求模长

二、 向量的投影

1. 知识讲解

①定义： 叫做向量 在 方向上( 在 方向上)的投影.
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②几何意义：数量积 等于 的长度 与 在 的方向上的投影 的乘积.

【注意】

投影是一个数，其大小与两个向量的夹角有关，如

锐角时，

为钝角时，

为直角时，

时，

时，

为锐角时 为钝角时 为直角时

时 时

为

2. 例题精讲

A. B.

C. D.

7. 已知 ， 是单位向量，当 ， 的夹角为 ，则 在 方向上的投影向量（   ）．

【答案】D

【解析】 ，
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∴ 在 方向上的投影向量为 ．

故选 ．

【标注】【知识点】平面向量数量积运算（非坐标）；向量的数量积的定义

A. B. C. D.

8. 已知 ， ，且 与 的夹角为 ，则 在 方向上的投影是（　　）

【答案】D

【解析】根据条件， 在 方向上的投影为：

．

故选 ．

【标注】【知识点】向量的投影；利用投影解决平面向量的数量积

9. 已知 ， 在 方向上的投影向量的模长是  ，则 为            ．

【答案】 或 ．

【解析】因为 在 方向上的投影向量的模长是  ，

所以 或 ，

又 ，

所以 或 ．

故答案为： 或 ．

【标注】【知识点】向量的投影；平面向量数量积运算（非坐标）；利用投影解决平面向量的数量

积；向量的数量积的定义

3. 课堂巩固

10. 已知非零向量 ， 满足 ， 与 的夹角为 ，则 在 方向上的投影的数量为            ．

【答案】

【解析】因为 ， ，
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所以 在 方向上的投影为：

．

故答案为： ．

【标注】【知识点】向量的投影；利用投影解决平面向量的数量积

11. ，向量 与向量 的夹角为 ，则向量 在向量 方向的投影等于            ．

【答案】

【解析】∵ ，向量 与向量 的夹角为 ，

∴向量 在向量 方向上的投影为 ．

【标注】【知识点】向量的投影；利用投影解决平面向量的数量积

12. 已知向量 在向量 方向上的投影为 ，且 ，则             ．（结果用数值表示）

【答案】

【解析】由题意得： ．

∴ ．

∴ ．

【标注】【知识点】利用投影解决平面向量的数量积；平面向量数量积运算（非坐标）；向量的数

量积的定义；向量的投影

三、 数量积的运算律

1. 知识讲解

(1)交换律

.

(2)结合律

(3)分配律
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.

(4)应用运算律得到的两个重要结论:

,

【温馨提示】

①两向量的数量积不是向量而是数量，要准确区分两向量数量积、数乘向量和实数与实数乘积间的

运算性质.

②若 为实数，则 ；但对于向量，就不正确，即 ，由

下图可以看出.

③数量积的运算只适合交换律、加乘分配律及数乘结合律，但不适合乘法结合律，即 不一定

等于 .这是因为 表示一个与 共线的向量，而 表示一个与 共线的向量，而 与 不一定共

线.

， ，

2. 例题精讲

13. 下列命题中正确的是            ．

①边长为 的等边三角形 ， ．

②若 ，则 或 ．

③ ．

④ ．

⑤ ．

⑥ ．

⑦ ．

【答案】③⑥⑦

【解析】①错
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将等边 放置在直角坐标系中，如图所示， ， ， ，

， ， ．

②错

∵ ，

∴ 时， 或 或 ，即夹角为 ．

③正确，符合乘法交换律．

④错．

⑤错， ．

⑥正确．

⑦正确．

故答案为：③⑥⑦．

【标注】【知识点】平面向量数量积运算（非坐标）；平面向量数量积的运算律

A. B. C. D.

14. 已知 ， ， 与 的夹角为 ，如果 ，则 的值为（　　）

【答案】C

【解析】 ， ， 与 的夹角为

， ，

则

又 ，

故选C；
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【标注】【知识点】平面向量数量积运算（非坐标）；向量的数量积的定义

15. 已知 ， ， ，则             ．

【答案】

【解析】 ，

，

，

，

．

∴ ．

【标注】【知识点】向量的数量积的定义；利用向量数量积求模长

A. B.

C. D.

16. 已知 ， 为单位向量，且 ，则 在 上的投影为（  ）．

【答案】C

【解析】根据条件， ，

由 得： ，

∴ ，

∴ ，

∴ ，

∴ ，

∴ 在 的投影为：
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．

故选 ．

【标注】【知识点】向量的投影

17. 已知向量 ， 满足 ，且 ， ，则 与 的夹角为            ．

【答案】

【解析】设 与 的夹角为 ，

∵向量 ， 满足 ，且 ， ，

∴ ，∴ ，

∴ ，再由 的范围为 ，可得 ，

故答案为： ．

【标注】【知识点】向量的夹角的判断；利用向量数量积求夹角

18. 若 ， 均为非零向量，且 ， ，则 ， 的夹角为            ．

【答案】

【解析】因为 ， 均为非零向量，且 ， ，

所以 ， ．

所以 ， ．

所以 ．

所以 ，

所以夹角为 .

【标注】【知识点】向量的夹角的判断；利用向量数量积求夹角

19. 已知向量 、 的夹角是 ，且 ， ，若向量 与向量 的夹角是钝角，则

实数 的取值范围是            ．
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【答案】 且

【解析】 与 夹角为钝角

 ，

且 与 不反向，

，

，

，

．

【标注】【知识点】平面向量数量积的运算律；利用向量数量积求夹角；向量的夹角的判断

A. B.

C. D.

20. 若两个非零向量 ， 满足 ，则向量 与 的夹角是（  ）．

【答案】C

【解析】方法一：

方法二：

由 两边平方得 ，

，

由 ，两边平方得 ，

，将 代入 ，

，

故 ．

故选 ．

∵

∴由向量运算的平行四边形法则和减法运算法则有
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又∵

与 所成角为 ．

【标注】【知识点】向量的夹角的判断

A. B. C. D.

21. 已知等边 的边长为 ，则 （   ）．

【答案】D

【解析】

．

故选： ．

【标注】【知识点】平面向量数量积运算（非坐标）；线性运算和数量积综合问题；平面向量数量

积的运算律

22.
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如图，在四边形 中， ， ， ， 是等边三角形，则  的值

为            ．

【答案】

【解析】∵ ， ， ，

∴ ， ，

．

【标注】【知识点】平面向量数量积的运算律；线性运算和数量积综合问题

3. 课堂巩固

A. B. C. D.

23. 下面给出的关系式中正确的个数是（  ）．

① ．

② ．

③ ．

④ ．

⑤ ．

【答案】C

【解析】① ，因此不正确；

② ，满足交换律，正确；

③ ，正确；

④由于 与 不一定共线，因此 不正确；
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⑤当 为钝角时 显然错误．

综上可得：只有②③正确．

故选： ．

【标注】【知识点】平面向量运算律辨析问题

24. 已知 ， 是两个相互垂直的单位向量，向量 与 垂直，则实数             ．

【答案】

【解析】依题意有 ，于是 ，所以 ．

故答案为： ．

【标注】【知识点】平面向量数量积的运算律；线性运算和数量积综合问题

A. B. C. D.

25. 已知向量 、 满足 ， ，且 ，则 为（   ）．

【答案】A

【解析】

∴ ，

∴ ，

∴ ，

∴ ，

，

∴ ．

【标注】【知识点】利用向量数量积求模长；平面向量数量积的运算律

A. B.

26. 已知向量 与 的夹角为 ， ， ，则 在 方向上的投影为（   ）．
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C. D.

【答案】B

【解析】∵ ， ，且 ，

∴ ，

∴ 在 方向上的投影为 ．

故选 ．

【标注】【知识点】向量的投影；利用投影解决平面向量的数量积

A. B. C. D.

27. 已知向量 ， 满足 ， ，且 ，则 （  ）．

【答案】D

【解析】因为 ，

所以 ，所以 ．故选

【标注】【知识点】利用向量数量积求夹角；向量的夹角的判断

A. B.

C. D.

28. 已知 与 是非零向量且满足 ， ，则 与 的夹角是（  ）．

【答案】A

【解析】设 与 的夹角是 ，

∵ ， ，

∴ ， ，

即 ， ．

∴ ， ，

∴ ，

∴ ．
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故选 ．

【标注】【知识点】利用向量数量积求夹角；利用数量积解决向量垂直问题（非坐标运算）

29. 已知 与 是两个互相垂直的单位向量，若向量 与 的夹角为锐角，则 的取值范围

为            ．

【答案】 且

【解析】∵ 与 是两个互相垂直的单位向量，

∴ ，

∵ 与 的夹角为锐角，

∴ ，

即 ，

即 ，

∴ ，

若 与 方向相同，

则存在实数 ，使得 ，

解得 ，

∴ 且 ．

【标注】【知识点】向量的夹角的判断；利用向量数量积求夹角；向量的数量积的定义

A. B.

C. D.

30. 若 ， 为非零向量， ，则 与 的夹角为（  ）．

【答案】A

【解析】如图：

由题可知 ，所以四边

形为一角为 的菱形，

所以， 与 的夹角为 ．

【标注】【知识点】利用向量数量积求夹角；向量的夹角的判断
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A. B. C. D.

31. 在 中， ， ，则 等于（   ）．

【答案】D

【解析】

，

又 ， ，

∴ ．

故选 ．

【标注】【知识点】向量的数量积的定义

32. 如图，在 中， ， ， ， 是边 上的一点， ，则

            ．

【答案】

【解析】 ， ，

，

．

【标注】【知识点】平面向量的加法运算及运算规则；平面向量数量积的运算律；平面向量数量积

运算（非坐标）；线性运算和数量积综合问题


