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第一讲-立体几何初步

1. 考点分析

考点占比

考点分析

2. 知识梳理
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一、 空间几何体的表面积与体积

1. 真题分析

1. 已知四棱锥的底面是边长为 的正方形，侧棱长均为 ．若圆柱的一个底面的圆周经过四棱锥四条

侧棱的中点，另一个底面的圆心为四棱锥底面的中心，则该圆柱的体积为            ．

【答案】

【解析】

由题作图可知，四棱锥底面正方形的对角线长为 ，且垂直相交平分，

由勾股定理得：正四棱锥的高为 ，

由于圆柱的一个底面的圆周经过四棱锥四条侧棱的中点，

有圆柱的上底面直径为底面正方形对角线的一半等于 ，即半径等于 ；

由相似比可得圆柱的高为正四棱锥高的一半 ，

则该圆柱的体积为： ；
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故答案为：

【标注】【知识点】空间几何体的体积；组合体求体积、表面积问题

备注：2019年高考真题天津卷文科第12题

分析：本题考察了常见空间几何体体积的计算，其中包括如何计算正四棱锥的高以及圆柱体积。

2. 如图，已知正方体 的棱长为 ，则四棱锥 的体积为            ．

【答案】

【解析】方法一：

方法二：

如图，连接 交 于点 ，

则 ， ，则 平面 ，

所以 为四棱锥 的高，且 ，矩形 的长和宽分别为

， ，故 ．

如图，连接 ，
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则四棱锥 分成两个三棱锥 与 ，

．

【标注】【素养】直观想象

【知识点】空间几何体的体积

备注：2018年高考真题天津卷文科11题

分析：本题考察的是四棱锥体积的计算，重点还是在于正四棱锥高的计算。

3. 已知正方体 的棱长为 ，除面 外，该正方体其余各面的中心分别为点

， ， ， ， （如图），则四棱锥 的体积为            ．

【答案】

【解析】设 到平面 的距离为 ，

∵ ，

，

，

∴ ．

【标注】【知识点】空间几何体的体积；组合体求体积、表面积问题

正方形

正方形

4.
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已知一个正方体的所有顶点在一个球面上，若这个正方体的表面积为 ，则这个球的体积

为            ．

【答案】

【解析】设正方体边长为  ，则 ，解得 ，

外接球直径为 ， ， ．

【标注】【知识点】空间几何体的内切球、外接球问题；空间几何体的体积；组合体求体积、表面

积问题

备注：2017年高考真题天津卷理科第10题

分析：本题考察正方体外接球半径的计算方法，其中还包括已知正方体表面积计算棱长以及球的体积公

式。

A. B. C. D.

5. 若棱长为 的正方体的顶点都在同一球面上，则该球的表面积为（   ）．

【答案】C

【解析】由题意，正方体的对角线就是球的直径，

∴ ，

∴ ，

∴ ．

故选 ．

【标注】【知识点】空间几何体的内切球、外接球问题；空间几何体的表面积；组合体求体积、表

面积问题

2. 思路总结

考点总结：

1、正四棱锥的特征以及高的计算；

2、四棱锥体积的计算；

3、正方体外接球半径的计算；正方体外接球半径等于棱长的 倍，推广到一般情形为长方体的外接球

直径等于体对角线的长度



6

 

3. 模拟演练

A. B.

C. D.

6. 埃及胡夫金字塔是古代世界建筑奇迹之一，它的形状可视为一个正四棱锥．以该四棱锥的高为边长

的正方形面积等于该四棱锥一个侧面三角形的面积，则其侧面三角形底边上的高与底面正方形的边

长的比值为（   ）．

【答案】C

【解析】设正四棱锥侧面三角形的高为 ，正四棱锥的高为 ，底面正方形的边长为 ，

则有： ①，

又由题可知： ②，

由①②知： ，

即 ，

解得： 或 （舍去）．

故选 ．

【标注】【知识点】棱柱、棱锥、棱台的结构特征

A. B.

C. D.

7. 棱长为 的正方体中，连接相邻面的中心，以这些线段为棱的八面体的体积为（   ）．

【答案】C

【解析】画出图，
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这个八面体是有两个四棱锥底面合在一起组成的，

一个四棱锥的底面面积是正方体的一个面的一半，

就是 ，高为 ，

所以八面体的体积为： ．

故选 ．

【标注】【知识点】组合体求体积、表面积问题；空间几何体的体积

8. 正方体 的棱长为 ， 为棱 上的点， 为 的中点，则三棱锥

的体积为            ．

【答案】

【解析】 ．

【标注】【知识点】等体积法

9. 如图，在正四棱柱 中， 是侧棱 上一点，且 ．设三棱锥

的体积为 ，正四棱柱 的体积为 ，则 的值为            ．
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【答案】

【解析】

设正四面体中， ， ， ，

则 ，

∴ ．

【标注】【知识点】组合体求体积、表面积问题；空间几何体的体积

，

10. 正方体外接球的表面积为  ，则该正方体的表面积为            ．

【答案】

【解析】因为正方体的外接球的表面积是 ，所以 ，

则外接球的半径 ，

所以正方体的体对角线长为 ，棱长等于 ，

所以正方体的表面积为 ．
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【标注】【知识点】空间几何体的表面积；空间几何体的内切球、外接球问题

A. B.

C. D.

11. 已知底面边长为 ，侧棱长为 的正四棱柱(底面是正方形的直棱柱)的各顶点均在同一个球面上，

则该球的体积为（　　）

【答案】D

【解析】正四棱柱的外接球的球心为上下底面的中心连线的中点，
所以球的半径

，球的体积 ．

【标注】【知识点】空间几何体的内切球、外接球问题；圆柱、圆锥、圆台和球的结构特征；空间

几何体的体积

二、 空间中的位置关系

1. 真题分析

（ 1 ）

（ 2 ）

12. 如图，在四棱锥 中，底面 为平行四边形， ， ， 为

中点， 平面 ， ， 为 中点．

证明： 平面 ．

证明： 平面 ．

【答案】（ 1 ）

（ 2 ）

证明见解析．

证明见解析．

【解析】（ 1 ）证明：连接 ，在平行四边形 中，



10

（ 2 ）

因为 为 的中点，所以 为 的中点，

又 为 的中点，所以 ．

因为 平面 ， 平面 ，

所以 平面 ．

证明：因为 ，且 ，

所以 ，即 ，

又 平面 ， 平面 ，

所以 ，而 ，

所以 平面 ．

【标注】【知识点】向量法解决空间中的平行问题；直线和平面平行的性质；直线和平面垂直的性

质

备注：2011年高考真题天津卷文科第17题

（ 1 ）

（ 2 ）

13. 如图，在四棱锥 中，底面 为平行四边形， 为等边三角形，平面 平

面 ， ﹐ ， ．

设 ， 分别为 ， 的中点，求证： 平面 ．

求证： 平面 ．

【答案】（ 1 ）

（ 2 ）

证明见解析．

证明见解析．
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【解析】（ 1 ）

（ 2 ）

如图，连接 ，

易知 ， ．

又由 ，

得 ，

又因为 平面 ， 平面 ，

所以 平面 ．

如图，取棱 的中点 ，连接 ．

依题意得， ，

又因为平面 平面 ，平面 平面 ，

所以 平面 ，又 平面 ，

故 ．

又 ， ，

所以 平面 ．

【标注】【知识点】几何法求空间角

备注：2019年高考真题天津卷文科第17题

14. 如图，在三棱柱 中，侧棱 底面 ，且各棱长均相等， ， ， 分别为棱

， ， 的中点．
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（ 1 ）

（ 2 ）

证明 平面 ．

证明平面 平面 ．

【答案】（ 1 ）

（ 2 ）

证明见解析．

证明见解析．

【解析】（ 1 ）

（ 2 ）

如图，在三棱柱 中， ，且 ，

连接 ，在 中，因为 ， 分别为 ， 的中点，

所以 且 ，又 为 的中点，

可得 ，且 ，即四边形 为平行四边形，

所以 ，又 平面 ， 平面 ，

所以 平面 ．

连结 ．

∵ 是正三角形， 为 的中点，

∴ ．

又∵侧棱 底面 ， 平面 ，

∴ ．

又 平面 ， 平面 ， ，

∴ 平面 ．∵ 平面 ，

∴平面 平面 ．

【标注】【知识点】直线和平面平行的判定；线面平行的证明问题；几何法求空间角；点、直线、
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平面之间的位置关系；平面和平面垂直的判定；面面垂直的证明问题

备注：2013年高考真题天津卷文科第17题

（ 1 ）

（ 2 ）

15. 如图，已知 平面 ， ， ， ， ，

，

点 ， 分别是 ， 的中点，

求证： 平面 ；

求证：平面 平面 ．

【答案】（ 1 ）

（ 2 ）

见解析

见解析

【解析】（ 1 ）如图，如图 ，在 中，因为 分别是 的中点，所以

，

又因为 ，所以
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（ 2 ） ， 是 中点， ，

平面 ， ， 平面 ， ，

， 平面 ，

平面 ，所以平面 平面 ．

【标注】【知识点】几何法求空间角；线面平行的证明问题；直线和平面平行的判定；平面和平面

垂直的判定；面面垂直的证明问题；直线和平面垂直的性质

备注：2015年高考真题天津卷文科第17题

（ 1 ）

（ 2 ）

16. 如图，四边形 是平行四边形，平面 平面 ， ， ，

， ， ， ， 为 的中点．

求证： 平面 ；

求证：平面 平面 ；

【答案】（ 1 ）

（ 2 ）

证明见解析

证明见解析

【解析】（ 1 ）取 的中点为 ，连结 ， ，
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（ 2 ）

在 中，因为 为 的中点，

所以， ，且 ，

又因为 ， ，

所以， 且 ，

即四边形 为平行四边形，

所以， ，又 平面 ， 平面 ，

所以， 平面 ．

在 中， ， ， ，

由余弦定理可 ，进而可得 ，即 ，

又因为平面 平面 ， 平面 ；

平面 平面 ，

所以 平面 ．

又因为 平面 ，

所以平面 平面 ．

【标注】【知识点】几何法求空间角；平面和平面垂直的判定；面面垂直的证明问题；直线和平面

垂直的性质；线面平行的证明问题；直线和平面平行的判定

备注：2016年高考真题天津卷文科第17题

2. 思路总结

题型总结：

1、平行关系的判定；

线面平行转化为线线平行，我们证明线线平行的思路为构造中位线模型或者平行四边形模型，少数情形

下，我们证明线面平行可借助于面面平行；

面面平行转化为线面平行，找到两组线面平行即可得面面平行；

2、垂直关系的判定；
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线面垂直的证明思路有两个：一是直接依据线面垂直判定定理去寻找线线垂直，二是根据面面垂直的性

质可得到线面垂直；

面面垂直的证明可转化为线面垂直，找到一组线面垂直可得面面垂直。

 

3. 模拟演练

（ 1 ）

（ 2 ）

17. 如图，正三棱柱 的所有棱长都相等， 为 中点， 为 的中点．

求证： 平面 ．

求证： 平面 ．

【答案】（ 1 ）

（ 2 ）

证明见解析．

证明见解析．

【解析】（ 1 ）

（ 2 ）

正三棱柱 的所有棱长都相等， 为 中点， 为 的中点．

连接 交 于 点，连接 ，

则： 且 ，

则：四边形 为平行四边形．

所以： ，

平面 ， 平面 ，

则： 平面 ．

正三棱柱 的所有棱长都相等，

所以：四边形 为正方形，

则： ，

由于： ，

则： 平面 ．

【标注】【知识点】直线和平面垂直的判定；直线和平面平行的判定
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（ 1 ）

（ 2 ）

（ 3 ）

18. 如图，在五面体 中，四边形 是矩形， ，

， ， ， 为 的中点， 为线段 上一点，且 ．

求证： 平面 ．

求证： ．

求证：平面 平面 ．

【答案】（ 1 ）

（ 2 ）

（ 3 ）

证明见解析．

证明见解析．

证明见解析．

【解析】（ 1 ）

（ 2 ）

连接 交 于 点，则 为 的中点，连接 ，

P

∵点 为 中点，

∴ 为 的中位线

∴ ，

∵ 面 ， 面 ，

∴ 面 ．

∵连接 ，

∵ ， 为 的中点，

∴ ，

∵ ，

∴ ，
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（ 3 ）

∵ ，四边形 为矩形，

∴ ，

又∵ ，

∴四边形 为平行四边形，

∴ ， ，

∵在直角 中， ， ， ，

∴ ，

∵在 中， ， ， ，

∴ 是直角三角形，

∴ ，

∴ ．

∵ ， 为 的中点，

∴ ，

∵ ，

∴ ，

∵ ，四边形 为矩形，

∴ ，

又∵ ，

∴四边形 为平行四边形

∴ ，

∴ 为正三角形，

∴ ，

∵ ，

∴ 面 ，

∵ 面 ，

∴面 面 ．

【标注】【知识点】点、直线、平面之间的位置关系；线面平行的证明问题；直线和平面平行的判

定；面面垂直的证明问题；平面和平面垂直的判定；线线垂直的证明问题

19. 如图，已知  平面 ，  平面 ，  为等边三角形，  ，

为 的中点．
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（ 1 ）

（ 2 ）

求证：  平面 ．

求证：平面  平面 ．

【答案】（ 1 ）

（ 2 ）

证明见解析．

证明见解析．

【解析】（ 1 ）

（ 2 ）

取 的中点 ，连接 ， ．

因为 为 的中点，

所以 ，且 ，

因为 平面 ， 平面 ，

所以 ，

所以 ，

又 ，

所以 ，

所以四边形 为平行四边形，

则 ，

因为 平面 ， 平面 ，

所以 平面 ．

因为 为等边三角形， 为 的中点，

所以 ，

因为 平面 ， 平面 ，
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所以 ，

又 ，

故 平面 ，

因为 ，

所以 平面 ，

因为 平面 ，

所以平面 平面 ．

【标注】【知识点】线面平行的证明问题；直线和平面平行的判定；面面垂直的证明问题；平面和

平面垂直的判定；点、直线、平面之间的位置关系；几何法求空间角

（ 1 ）

（ 2 ）

20. 如图，在几何体中，四边形 为菱形，对角线 与 的交点为 ，四边形 为梯形，

， ．

若 ，求证： 平面 ．

求证：平面 平面 ．

【答案】（ 1 ）

（ 2 ）

证明见解析．

证明见解析．

【解析】（ 1 ）

（ 2 ）

取 的中点 ，连接 ， ，

因为 是菱形 的对角线 与 的交点，

所以 ，且 ，

又因为 ，且 ，

所以 ，且 ，从而四边形 为平行四边形，

所以 ．

又 平面 ， 平面 ，

∴ 平面 ．

因为四边形 为菱形，

所以 ，
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因为 ， 是 的中点，

所以 ，

又 ，

所以 平面 ，

又 平面 ，

所以平面 平面 ．

【标注】【知识点】点、直线、平面之间的位置关系；平面和平面垂直的判定；面面垂直的证明问

题；直线和平面平行的判定；线面平行的证明问题；几何法求空间角

三、 综合创新

21. 已知圆锥的顶点为 ，母线 ， 所成角的余弦值为 ， 与圆锥底面所成角为 ，若

的面积为 ，则该圆锥的侧面积为            ．

【答案】

【解析】方法一：

方法二：

如图，

∵ 与底面成 角，

∴ 为等腰直角三角形．

设 ，则 ， ，

在 中， ，

∴ ，

∴ ，解得 ，

∴ ，即母线长 ，

∴ ．

故答案为： ．

记 为该圆锥底面圆的圆心，母线长为 ，

圆锥侧
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则由 且

，

可得 ，

故在 中， ，

于是⊙ 的周长 ，

所求侧面积为 ．

【标注】【知识点】空间几何体的表面积

侧

22. 中国有悠久的金石文化，印信是金石文化的代表之一．印信的形状多为长方体、正方体或圆柱体，

但南北朝时期的官员独孤信的印信形状是“半正多面体”（题图 ）.半正多面体是由两种或两种以上的

正多边形围成的多面体，半正多面体体现了数学的对称美，题图 是一个棱数为 的半正多面体，它

的所有顶点都在同一个正方体的表面上，且此正方体的棱长为 ．则该半正多面体共有            个

面，其棱长为            ．

　

图

【答案】  ; 

【解析】方法一：半正多面体面数从上至下依次为 ， ， ， ， ，

故共有 个面．

半正多面体的所有顶点都在同一个正方体表面上，如解析图 ，
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方法二：

图

该正方体被半正多面体顶点 ， ， 所在平面截得的图形如解析图 ，

图

八边形 为正八边形．

设 ，则 ，解得 ，即该半正多面体的棱长为

．

利用欧拉公式： ， ， ，所以面数

，以下同方法一．

【标注】【知识点】棱柱、棱锥、棱台的结构特征

23. 如图，有一个水平放置的透明无盖的正方体容器，容器高 ，将一个球放在容器口，再向容器内

注水，当球面恰好接触水面时测得水深为 ，如果不计容器的厚度，则球的体积为            ．
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【答案】

【解析】设正方体上底面所在平面截球得小圆 ．

则圆心 为正方体上底面正方形的中心．如图．

设球的半径为 ，根据题意得球心到上底面的距离等于 ，

而圆 的半径为 ，由球的截面圆性质，得 ，解出 ．

∴根据球的体积公式，该球的体积 ．

【标注】【知识点】组合体求体积、表面积问题；空间几何体的体积

24. 如图，圆形纸片的圆心为 ，半径为 ，该纸片上的等边三角形 的中心为 ． ， ， 为

圆 上的点， ， ， 分别是以 ， ， 为底边的等腰三角形．沿虚线剪开

后，分别以 ， ， 为折痕折起 ， ， ，使得点 ， ， 重合，得到三

棱锥．当 的边长变化时，所得三棱锥体积的最大值为             ．

【答案】

【解析】方法一：连接 ，交 于点 ，

r

由题， ，

∴ ，设 ，则 ， ，
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方法二：

三棱锥的高 ，

，

， ，

设 ， ，

∴ ，

∴当 时， ，

故 ．

由题意可知，折起后所得三棱锥为正三棱锥，

当 的边长变化时，

设 的边长为 ，

则 的面积为 ， 的高为 ，

则正三棱锥的高为 ，

∴三棱锥的体积 ．

令 ，

则 ，

令 ，得 ，

此时所得三棱锥的体积最大，为 ．

【标注】【知识点】空间几何体的体积

A. B. C. D.

25. 已知三棱锥 的四个顶点在球 的球面上， ， 是边长为 的正三角

形， ， 分别是 ， 的中点， ，则球 的体积为（   ）．

【答案】D

【解析】由 ， 是边长为 的正三角形，可知三棱锥 为正三棱

锥，

则顶点 在底面的射影 为底面三角形的中心，

连接 并延长，交 于点 ，连接 ，
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则 ，又 ， ，

可得 平面 ，则 ，

， 分别是 ， 的中点， ，

又 ，即 ， ，得 平面 ，

正三棱锥 的三条侧棱两两互相垂直，

把三棱锥补形为正方体，则正方体的外接球即为三棱锥的外接球，

其直径为 ．

半径为 ，则球 的体积为 ．

故选： ．

【标注】【知识点】线线垂直的证明问题；空间几何体的体积

26. 已知四面体 的顶点都在同一个球的球面上， ， ，且 ，

， ．若该三棱锥的体积为 ，则该球的表面积为            ．

【答案】

【解析】

由题意，如图： ， ， ，

作 ， ，可得 是矩形，

可得 平面 ， ， ，该三棱锥的体积为 ，

可得 ，

可得 ，并且 为球的直径， ，
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，

∴球的表面积 ．

故答案为： ．

【标注】【知识点】空间几何体的表面积；空间几何体的内切球、外接球问题


