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第三讲-恒成立与能成立及零点问题

1. 知识梳理

 

一、 恒成立与能成立问题

1. 真题分析

1.  已知函数 ， ．

若对于任意的 ，都存在 ，使得 ，求 的取值范

围．

【答案】（ 1 ） 的取值范围为 ．

【解析】（ 1 ） 的值域为 的子集，

∴ 即 ，

又∵ ，

∴ ，

∴ 的值域为 ，
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∴ 即 ，

∴ ．

综上所述： 的取值范围为 ．

【标注】【知识点】利用导数解决不等式能成立问题

2. 已知函数 的最小值为 ，其中 ．

若对任意的 ，有 恒成立，求实数 的最小值；

【答案】（ 1 ） ．

【解析】（ 1 ）当 时，取 ，有 ，故 不合题意．

当 时，令 ，即 ．

，

令 ，得 ．

（1）当 时， ， 在 上恒成立，

因此 在 上单调递减，从而对于任意的 ，

总有 ，即 在 上恒成立．

故 符合题意．

（2）当 时， ．对于 ，

，故 在 内单调递增，

因此当 时， ，即 不成立．

故 不合题意．

综上， 的最小值为 ．

【标注】【知识点】利用导数求函数的最值；导数与极值；利用导数证明不等式恒成立问题；利用

导数求函数的单调性、单调区间；数学归纳法；数列与不等式综合

1

2

3. 设 ， ， ．已知函数 ， ．

已知函数 和 的图象在公共点 处有相同的切线．

求证： 在 处的导数等于 ．

若关于 的不等式 在区间 上恒成立，求 的取值范围．

【答案】 1（ 1 ） 证明见解析．
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2 ．

【解析】 1

2

（ 1 ） 因为 ，由题意有 ，

所以 ，解得 ．

所以 在 处的导数等于 ．

因为 ， ，由 ，可得 ．

又因为 ， ，故 为 的极大值点，由（I）知 ．

另一方面，由于 ，故 ，

由（I）知 在 内单调递增，在 内单调递减，

故当 时， 在 上恒成立，从而 在

上恒成立．

由 ，得 ，

．

令 ， ，所以 ，

令 ，解得 （舍去），或 ．

因为 ， ， ，故 的值域为 ．

所以,b的取值范围是 ．

【标注】【知识点】利用导数解决不等式恒成立问题

2. 思路总结

恒能成立问题解题思路：

1、方法的取舍；确定是采取参变分离还是分类讨论的思路，我们的选择原则如下：首先判断参数是否

出现在多项中，如果函数中两项含有参数，一个是一次项，一个是二次项，很可能没法参变分离，例如

就没法实现参变分离；然后在参变分离可行的情况下，先尝试参变分离，分离完

之后先对新的函数进行求导，看看求导是否麻烦或者求完之后的导数正负是否可以判断（有可能是导数

零点可求、有可能是导数恒正或者恒负，在判断导数正负时有可能需要对于没法判断的部分再次求

导），如果导数计算太麻烦或者导数正负无法判断，则选择分类讨论的思路；最后有些情况下我们参变

分离之后函数导数正负可以判断，但是最值没法求时，也需要采取分类讨论的思路去做，例如我们将恒

成立问题 参变分离转化为 之后，

的最大值没法计算。

2、对于恒成立或者能成立进行转化，将其转化为最值问题，明确后面要求函数的最大值还是最小值；

3、求出最值之后满足最值需要满足的不等式，求出参数范围即可；
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特殊备注：

技巧一：对于问题 ,我们没法采取参变分离的思路处理，需要分类

讨论，移向之后转化为 ,但是求导之后会发现导数为

，导数因为既含有幂函数部分又含有对数部分，导数零点无法求解，这样的

情况下，我们可以进行这样的技巧，首先两边同时除以 ，转化为 ，此

时 ，导数零点可求。

技巧二：对于导数的处理，对于函数 ，导数为 ，初步一看

导数既含有幂函数部分又含有对数函数部分，零点求解不了，此时我们可以采取猜根法，猜 是否

为零点，此问题发现是的，然后判断 的单调性，去判断导数为正为负的区间，甚至有些

情况下需要对于导数中不能确定正负的部分进行重新组合去判断正负，例如导数为

,此函数不可判断正负的部分为分子部分，重新组合为

,或者对于分子部分再次求导判断该部分的单调性进

而判断其正负。

3. 模拟演练

4. 已知函数 ．

若存在 ，满足 成立，求 的取值范围．

【答案】（ 1 ） ．

【解析】（ 1 ） ，即 ，

令 ，得 ．

∵ 时， ， 时， ，

∴ 在 上减，在 上增，

又 时，

∴ 的最大值在区间端点处取到，

， ，

，

∴ ，

∴ 在 上最大值为 ，
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故 的取值范围是： ．

【标注】【知识点】导数的几何意义；求在某点处的切线方程；利用导数证明不等式能成立问题

5. 已知函数 与 ．

当 时， 恒成立，求实数 的取值范围．

【答案】（ 1 ） ．

【解析】 方法一：

方法二：

（ 1 ） 即 时， ， 时，显然成立；

时，即 ，

令 ，

则 ，

令 ， ，

，

所以 即 ，

所以 在 上单调递减，

所以 ，

故 ．

注意到 时，恰有 ，

令 ，

则 ，

所以 在 恒成立的必要条件为 ，即 ，所以

，

下面证明：当 时，

，

，

令 ，

即 ，

所以 在 递减，

所以 恒成立，即 也是充分条件，故有 ．
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【标注】【知识点】导数的几何意义；已知切线方程求参数；导数与最值；二阶导问题；通过构造

函数证明不等式

6. 已知函数 ，函数 与 有相同极值点．

若 ， ，不等式 恒成立，求实数 的取值范围．

【答案】（ 1 ） ．

【解析】（ 1 ）∵ ， ， ，

∵ ，即 ，

∴ ， ， ，

由①知 ，

∴ ，

故 在 时， ，

当 时， ，

故 在 上为减函数，在 上为增函数，

∵ ， ， ，而 ，

∴ ，

∵ ， ， ，

当 ，即 时，对于 ， ，不等式 恒

成立，

，

∵ ，

∴ ，

又∵ ，

∴ ，

当 ，即 时，对于 ， ，不等式 恒

成立，

，

∵ ，
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∴ ，

又∵ ，

∴ ，

综上，所求的实数 的取值范围为 ．

【标注】【知识点】利用导数求函数的单调性、单调区间；已知极值情况求参数范围；利用导数求

函数的最值

二、 零点问题

1. 真题分析

7. 已知函数 ， ，其中 ．

若函数 在区间 内恰有两个零点，求 的取值范围；

【答案】（ 1 ） ．

【解析】（ 1 ）由（Ⅰ）知 在区间 内单调递增，

在区间 内单调递减，从而函数 在区间 内恰有两个零点

当且仅当 ，解得 ，

所以， 的取值范围是 ．

【标注】【知识点】直接求函数的最值（不含参）；求参数范围（含参二次型导函数）

1

2

8. 设函数 ，其中 ．

若 ．

证明： 恰有两个零点．

设 为 的极值点， 为 的零点，且 ，证明： ．

【答案】 1

2

（ 1 ） 证明见解析．

证明见解析．

【解析】 1（ 1 ） 由（ ）知 ．
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2

令 ，由 ，

可知 在 内单调递减，

又 ，

且 ．

故 在 内有唯一解，

从而 在 内有唯一解，

不妨设为 ，则 ．

当 时， ，

所以 在 内单调递增．

当 时， ，

所以 在 内单调递减，因此 是 的唯一极值点．

令 ，

则当 时， ，

故 在 内单调递减，

从而当 时， ，

所以 ．

从而

，

又因为 ，

所以 在 内有唯一零点．

又 在 内有唯一零点 ，

从而 在 内恰有两个零点．

由题意， ，即 ，

从而 ，即 ．

因为当 时， ，

又 ，故 ，

两边取对数，得 ，

于是 ，

整理得 ．

【标注】【知识点】求函数零点（含参指对型导函数）；利用导数解决不等式恒成立问题；双变量
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问题

9. 已知函数 ，其中 ．

证明：对任意的 在区间 内均存在零点．

【答案】（ 1 ）证明见解析．

【解析】（ 1 ）证明：由（Ⅱ）可知，当 时，

在 内的单调递减，在 内单调递增，

以下分两种情况讨论：

（1）当 ，即 时， 在 内单调递减，

所以对任意 在区间 内均存在零点．

（2）当 ，即 时，

在 内单调递减，在 内单调递增，

若

所以 在 内存在零点．

若

所以 在 内存在零点．

所以，对任意 在区间 内均存在零点．

综上，对任意 在区间 内均存在零点．

【标注】【素养】数学运算

【知识点】求在某点处的切线方程；求函数单调区间（含参二次型导函数）；求函数零点

（含参二次型导函数）

10. 设函数 ，其中 ，且 是公差为 的等差数列．

若曲线  与直线 有三个互异的公共点，求 的取值范围．

【答案】（ 1 ） ．

【解析】（ 1 ）
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曲线 与直线 有三个互异的公共点等价于关于 的方

程 有三个互异的实数解，

令 可得 ，

设函数 ，

则曲线 与直线 有三个互异的公共点等价于函数

有三个零点．

，

当 时， ，

这时 在 上单调递增，不合题意．

当 时，令 ，

解得 ， ，

易得， 在 上单调递增，在 上单调递减，在 上单调递

增．

的极大值

，

的极小值

，

若 ，由 的单调性可知函数 至多有两个零点，不合题意．

若 ，即 ，

也就是 ，此时 ，

，且 ，

，

从而由 的单调性，可知函数 在区间 ， ， 内

各有一个零点，符合题意．

所以， 的取值范围是 ．

【标注】【知识点】求参数范围（含参二次型导函数）

2. 思路总结

零点问题处理思路：

1、方法选择；选择参变分离或者分类讨论，原则如上
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2、求解函数的导数，判断导数的正负，画出函数的走势图，计算极值点处和端点处的函数值，对于开

区间的问题需要用极限的思维计算极限值，此处我们需要知道的是

;

3、根据零点个数情况画出横线与图像的相对位置关系，写出应该满足的不等式，求解出来参数取值范

围。

3. 模拟演练

1

2

11. 已知函数 ， ．

若关于 的方程 有两个不相等的实数根 ， ．

求实数 的取值范围．

证明： ．

【答案】 1

2

（ 1 ） ．

证明见解析．

【解析】 1（ 1 ） 由 ，得 ，

设 ，

则 ，

由题意得函数 恰好有两个零点．

（i）当 ，则 ， 只有一个零点 ；

（ii）当 时，由 得 ，

由 得 ，

即 在 上为减函数，在 上为增函数，

而 ， ，

所以 在 上有唯一零点，且该零点在 上，

取 ，且 ，

则 ，

所以 在 上有唯一零点，且该零点在 上，

所以 ， 恰好有两个零点；

（iii）当 时，由 得 或 ，

若 ， ，

所以 在 上至多有一个零点，

若 ，则 ，



12

2

当 时， ，即 在 上单调递减，

又 ，

所以 在 上至多有一个零点，

当 时， 在 上单调递增，

在 上为减函数，

又

，

所以 在 上无零点，

若 ，则 ，

又当 时， ，

所以 不存在零点，

在 上无零点，

故当 时， ；

当 时， ，

因此 在 上单调递增，在 上单调递减，

又

，

随意 在 无零点，在 上至多有一个零点，

综上， 的取值范围为 ．

不妨设 ，

由①知 ， ， ，且 ， 在

单调递减，

所以 等价于 ，即 ，

由 ，且

，

所以

，

设 ，其中 ，

则 ，

当 时， ， ，
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所以 ，

而 ，故当 时， ，

从而 ，故 ．

【标注】【知识点】函数零点的概念；已知零点情况求参数的取值范围；导数与最值；双变量问

题；求过某点的切线方程；导数的几何意义

12. 已知函数 ， ，且曲线 与 在 处有相同的切线．

当 时，求方程 在区间 内实根的个数．

【答案】（ 1 ） ．

【解析】（ 1 ）设 ，其中 ，

∴ ．

令 ，则有 ，

当 ，解得 ，函数 的单调递增，

当 ，解得 ，函数 的单调递减，

∴ ，

∴ ，

设 ，其中 ，则 ，

∴ 在 内单调递减， ，

∴ ，故 ，而 ．

结合函数 的图象，可知 在区间 内有两个零点，

∴方程 在区间 内实根的个数为 ．

【标注】【知识点】利用导数解决不等式恒成立问题；求函数零点（含参二次型导函数）

三、 综合创新

13. 当 时， 恒成立，求 的取值范围．

【答案】
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【解析】当 时，显然左边 ；

若 ，则当 时，右边 ，此时不满足题意，故 ．

此时原不等式等价于 ，进一步等价于

设其左端为 ，显然有 ．

， ．

，故使 成立的必要条件是 ，由此解

得： ．

下面论证充分性：

当 时， ，故只需证

明

．

构造函数 ， ， ，

故 在 上单调递增，因此 ，从而 在 上单调递

增．

故 ，至此，充分性得证．

综上， 的取值范围是 ．

【标注】【知识点】利用导数解决不等式恒成立问题

14. 设函数 ．

当 时，试对 ，都有 成立，求 的

最大值．

【答案】（ 1 ）最大值为 ．

【解析】（ 1 ）当 时， ，

，

，

令 ，

只需 ，

，

令 ，由（ ）知， 在 上有且仅有 个积 ，
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∴ 在 上单减，在 上单调递增，

∴ ①，

又∵ ， ，

∴ 使得 ②，

将②代入①中，得 ，

令 在 上单调递增，

∴ ，

∴ ，

∴ 的最大值为 ．

【标注】【知识点】隐零点问题

15. 已知函数 （ ）．

若过点 可作函数 图象的三条不同切线，求实数 的取值范围．

【答案】（ 1 ） ．

【解析】（ 1 ）设点 是函数 图象上的切点，

则过点 的切线的斜率为 ，

所以过点 的切线方程为 ．

因为点 在切线上，

所以 ，

即 ．

若过点 可作函数 图象的三条不同切线，

则方程 有三个不同的实数解．

令 ，则函数 与 轴有三个不同的交点．

令 ，解得 或 ．

因为 ， ，

所以必须 ，即 ．

所以实数 的取值范围为 ．

【标注】【知识点】求切线条数问题；求参数范围（含参二次型导函数）
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16. 已知函数 ， 的最大值为 ．

当 时，令 ，是否存在区间 使得函数

在区间 上的值域为 ？若存在，求实数 的取值范围；若不存

在，请说明理由．

【答案】（ 1 ） 不存在．

【解析】（ 1 ）由（1）知 ，

故 ，令 ，

则 对 恒成立，

故 在区间 内递增；

故 恒成立，

故函数 在区间 递增，

假设存在区间 ，使得函数 在区间 上的值域是

，

则 ，

问题转化为关于 的方程 在区间 内是否存在两

个不相等的实根，

即方程 在区间 内是否存在两个不相等的实根，

令 ， ，则 ，

令 ，

则 ，对 恒成立，

故函数 在区间 递增，

故 恒成立，故 ， 在 递增，

故方程 在区间 内不存在两个不相等的实根，

综上，不存在区间 ，使得函数 在区间 上的值域是

．

【标注】【知识点】求参数范围（含参指对型导函数）；已知最值情况求参数值或解析式；求函数

单调区间（含参二次型导函数）

（ ）

（ ）


