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第三讲-函数零点综合（一）

1. 考点梳理

 

一、 转化为方程求根

1. 真题分析

1. 已知 ，函数 若关于 的方程 恰有 个互异的实数

解，则 的取值范围是            ．

【答案】

【解析】当 时，

，

即 ；

当 时，

，

即 ，

令

恰有两个不相等的实数根，有如下 种情况：

①两根一正一负，则 显然不成立；
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②两根均为正，则 ，无解；

③两根均为负，则 ，解得 ；

综上所述， ．

【标注】【知识点】已知零点情况求参数的取值范围

备注：2018年高考真题天津卷理科第14题

分析：本题的题型是含参函数已知零点个数求解参数范围，处理函数零点问题的大思路有三种：转化为

方程求根、转化为 与 图像的交点以及转化为 与 图像的交点，观察本

题所给函数的模型，是二次函数型的分段函数，二次函数我们是有判断零点个数的公式乃至求解零点的

公式，故而我们采取转化为方程求根的思路进行处理。

2. 思路总结

转化为方程求根的解题步骤：

1、求解函数在每一段上的零点（函数上不含有参数）或者讨论函数在每一段上的零点情况（函数上含

有参数）；

2、结合定义域进一步讨论零点个数的情况；

3、结合题干给出的零点个数确定参数的范围。

3. 模拟演练

2. 设函数 ,若 恰有 个零点，则实数 的取值范围是            .

【答案】

【解析】方法一：设 ， ，

若在 时， 与 轴有一个交点，

所以 ，并且当 时， ，所以 ，

而函数 与 轴有一个交点，所以 ，且 ，

所以 ，

若函数 在 时，与 轴没有交点，

则函数 与 轴有两个交点，

当 时， 与 轴无交点， 与 轴无交点，所以不满足题意（舍去），
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方法二：

当 时，即 时， 与 轴的两个交点满足 ， ，都是

满足题意的，

综上所述， 的取值范围是 ．

当 时, 在区间 上无零点, 在

区间 上无零点，不符合题意；

当 时, 在区间 上有一个零点, 在

区间 上无零点，不符合题意；

当 时, 在区间 上有一个零点, 在

区间 上有一个零点，符合题意；

当 时, 在区间 上有一个零点, 在

区间 上有两个零点，不符合题意；

当 时, 在区间 上无零点, 在区间

上有两个零点，符合题意，

综上, 的取值范围为 .

【标注】【知识点】函数零点的概念；已知零点情况求参数的取值范围

3. 已知 ，函数 ，若函数  恰有 个零点，则 的取值范围

是            ．

【答案】

【解析】根据题意，在同一个坐标系中作出函数 和 的图象，如图：

x
1 2 3 4 5

y

–1

1

2

3

O

若函数 恰有 个零点，即函数 的图象与 轴有且仅有 个交点，

则 或 ，

即 的取值范围是： ．

故答案为： ．

，
，
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【标注】【知识点】分段函数；已知零点情况求参数的取值范围；函数零点的概念

A. B. C. D.

4. 已知函数 ，若函数 恰有三个不同的零点，则实数 的取

值范围是(　　)．

【答案】B

【解析】函数 ，

，可得 ，

解得 ， ． 与 的交点为：

， ，

函数 与 的图象如图：

函数 恰有三个不同的零点，则实数 的取值范围是： ．

故选 ．

【标注】【知识点】分段函数；函数零点的概念

二、 参变分离

1. 真题分析

A.

5. 已知函数 ，若关于 的方程 恰有两个互异的实数

解，则 的取值范围为（   ）．
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B.

C.

D.

【答案】D

【解析】作出函数 的图象，如图：

当直线 位于 点及其上方且位于 点及其下方，

或者直线 与曲线 相切在第一象限时符合要求，

即 ，即 ，

或者 ，得 （ 舍）， ，即 ，得 ，

所以 的取值范围是 ，

故选 ．

【标注】【知识点】已知零点情况求参数的取值范围；利用函数图象研究方程根的分布问题（图象

与零点综合）

备注：2019年高考真题天津卷文科第8题

分析：本题考察了含参数零点个数问题，结合本题具体函数可以发现参数 和含有自变量 的项只需要

进行移项即可实现分离，这样很容易转成求解 与 交点个数的问题，下面需要做的就是画

出函数 的图像，并且按照从下到上或者从上到下的方向平移水平线

，在这个过程中判断交点个数以及对应的参数范围。

A.

B.

6. 对实数 和 ，定义运算“ ”： ．设函数 ， ．

若函数 的图像与 轴恰有两个公共点，则实数 的取值范围是（  ）．
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C.

D.

【答案】A

【解析】由题意可得 ，图象如图所示：

而函数 图像与 轴恰有

两个公共点等价于 与直线

有两个交点，

∴实数 的取值范围是

．

故选 ．

【标注】【知识点】分段函数

A. B.

C. D.

7. 已知函数 ，函数 ，其中 ，若函数

恰有4个零点，则 的取值范围是（   ）．

【答案】D

【解析】∵ ，

∴ ，

由 ，得 ，

设 ，

若 ，则 ， ，

则 ，

若 ，则 ， ，

则 ，

若 ， ， ，
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则 ．

即 ，

作出函数 的图象如图：

当 时， ，

当 时， ，

故当 时， ，有两个交点，

当 时， ，有无数个交点，

由图象知要使函数 恰有 个零点，

即 恰有 个根，

则满足 ，

故选 ．

【标注】【知识点】函数零点的概念

8. 已知函数 ， ．若方程 恰有 个互异的实数根，则实数 的

取值范围为            ．

【答案】

【解析】解1：显然 ．
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（ⅰ）当 与 相切时， ，此时 恰有

个互异的实数根．

（ⅱ）当直线 与函数 相切时， ，此时

恰有 个互异的实数根．

结合图象可知 或 ．

解2：显然 ，所以 ．

令 ，则 ．

因为 ，

所以 ．

结合图象可得 或 ．

【标注】【知识点】利用函数图象研究方程根的分布问题（图象与零点综合）；已知零点情况求参

数的取值范围；函数零点的概念

备注：2014年高考真题天津卷理科第14题

分析：本题考察的含参函数零点个数的问题，结合本题所给函数可以发现只需要同时除以 即可

将自变量 和参数 进行分离，此时需要注意的是需要考虑 是否为零，然后转化为 与
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的交点个数，需要注意的是 可以

看作 向上平移5个单位，向右平移1个单位，然后上下翻折得到。

9. 已知函数 若函数 恰有 个零点，则实数 的取值范围

为            ．

【答案】

【解析】函数 恰有 个零点等价于函数 和 的图象恰好有 个公共

点．在同一平面直角坐标系内画出函数 和 的图象可知，若满足条件，则

．

当 时，在 轴右侧，两函数图象只有一个公共点，此时在 轴左侧，射线

与抛物线 需相切．

由 ，消去 ，得 ．

由 ，解得 或 ．

与 矛盾， 时，切点的横坐标为 ，不符合．故 ，在 轴右侧，

两函数图象有两个公共点，若满足条件，则 ，即 ．故 ．

【标注】【知识点】已知零点情况求参数的取值范围；函数零点的概念

2. 思路总结

参变分离问题解题步骤：

1、通过移项或者同除某一项的方式实现参数和变量的分离，将问题转化为 的形式；

2、画出 的图像，沿着一个方向平移 ，观察在平移过程中的交点个数和对应的参数范

围；

3、根据题目所给零点个数确定参数范围；
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3. 模拟演练

A. B.

C. D.

10. 已知函数 若函数 有三个不同的零点，则实数 的取值范

围是（   ）．

【答案】A

【解析】 图像如下：

若

有三个不同的零点，

∴ 与 有三个不同的交点，

∴ ，

∴ ，选 ．

【标注】【知识点】利用函数图象研究方程根的分布问题（图象与零点综合）；函数零点的概念

A. B. C. D.

11. 对任意实数 ， 定义运算“⊙”： 设 ，若函数

的图象与 轴恰有三个交点，则 的取值范围是（   ）．

【答案】D

【解析】由题意得  ，

先画出 的图像如图下图所示，
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由题意有

显然

故答案选 ．

【标注】【知识点】函数零点的概念；利用函数图象研究方程根的分布问题（图象与零点综合）

A. B.

C. D.

12. 设函数 ，若函数 有 个零点，则实数 的取值范

围为（   ）．

【答案】A

【解析】作出函数 的图象如下所示，

，
，
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令 ，解得 ，则 ，解得

．

故选 ．

【标注】【知识点】函数零点的概念；已知零点情况求参数的取值范围

A. B. C. D.

13. 设函数 ，若函数 恰有两个零点，则实数 的取值范

围为（   ）．

【答案】A

【解析】① ， ，

为单调递增函数，

， 且单调递增，

为一解，

时，有一解，共两解，

时，无解，共一解，

时，有解 ，共一解，

② ， ，

，

时， 有一解，

时，有两解，

时，无解，

综上 时共有两解．

【标注】【知识点】已知零点情况求参数的取值范围；零点、交点、根的等价转化；函数零点的概

念

A. B.

14. 已知函数 （其中 为自然对数的底数），若函数 恰有三个零点，

则（   ）．
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C. D.

【答案】C

【解析】∵ ，

∴ 不是 的零点，

∴ 时， 等价于 ，

令 ，

∴ 在 单调递增且 恒成立，

时， ，

则 ，

∵ 上有 ，

∴ 单调递减， 上，有 ，

∴ 单调递增，

∴ ，

∴ 时， ，

综上所述， 与 有三个交点，则 ．

故选 ．

【标注】【知识点】已知零点或根情况求参数范围；利用导数确定函数的图象；函数零点的概念

三、 转化为y=g(x)与y=f(x)求交点

1. 真题分析

15. 已知函数 的图象与函数 的图象恰有两个交点，则实数 的取值范围

是            ．

【答案】

【解析】 ，在平面直角坐标系中作出该函数的图象，

如图中实线所示．

， 或
，
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E

根据图象可知，当 或 时符合题意．

故答案为： ．

【标注】【知识点】已知零点情况求参数的取值范围

备注：2012年高考真题天津卷理科第14题

分析：本题考察的含参函数零点个数的问题，结合本题所给函数我们会发现转化为方程求根或者

与 的交点个数都不太好实现，我们采取的思路是转化为 与 的交点

个数，其中 是一条经过 且绕着这个点旋转的直线，要画 的图像，

需要用分类讨论的方式去掉绝对值，将其变为 的形式，然后即可画出

图像，最后只需要观察直线旋转过程中与图像交点的情况及其对应的 值范围。

，

或

A.

B.

C.

D.

16. 已知函数 ，若函数 恰有 个零点，则 的取值

范围是（   ）．

【答案】D

【解析】 恰有 个零点，即 恰有 个不等实根，

又当 时，等式显然成立，

是方程的一个根．

当 时，有 ，

即 ，

当 时，有 ，
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即 ．

令 ， ，

原题转化为 在 上有 个根，

即 与 图象在 上有 个交点，

作出 图象如下图所示：

x

y

O

过定点 ．

①当 时，作出 草图如下，显然符合题意．

②当 时， ，显然不符合题意．

③当 时， 草图如下：

若 与 图象有 个交点，

不妨设为 ， ， ，

由图可知， ，
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当 时， ,

由上述可知， 在 上有 根．

令 ，

则有 ，

解得 ．

综上： 的取值范围为 ，

故选 ．

【标注】【知识点】零点、交点、根的等价转化；已知零点情况求参数的取值范围；函数零点的概

念

备注：2020年高考真题天津卷第9题

分析：本题考察含参函数零点个数问题，我们观察可以发现在 和 均含有因式 ，故而可

以断定 为函数一个零点，那么问题转化 与 交点个数，其中

的图像很好画， 可以看作 向上翻折得到。

A.

B.

C.

D.

17. 已知函数 （ 且 ）在 上单调递减，且关于 的方程

恰好有两个不相等的实数解，则 的取值范围是（   ）．

【答案】C

【解析】由 在 上递减，则 ，

又由 在 上单调递减，则：

．
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由图象可知，在 上， 有且仅有一个解，

故在 上， 同样有且仅有一个解，

当 即 时，令 ，

则 ，解得： 或 （舍），

当 时，由图象可知，符合条件．

综上， ，

故选 ．

【标注】【知识点】已知零点情况求参数的取值范围

备注：2016年高考真题天津卷理科第8题

分析：本题考察含参函数零点个数问题，首先根据函数在定义域上递减得出一个参数 的范围，然后我

们可以根据 与 的交点个数判断在 上的实数解的个数，

可以根据方程 的实根情况，判断在 上的实数解情况，最后综合出

来参数的取值范围。

2. 思路总结

解题步骤：

1、根据题意合理地将其拆解成两个函数，要求就是拆解完的两个函数图像可以画出来；

2、画出两个函数的图像，这个过程中需要我们熟悉基础函数模型以及函数图像变换；

3、判断交点个数以及相应的参数取值范围；

3. 模拟演练

18.
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A.

B.

C.

D.

已知函数 ，若关于 的方程 有两个解，则实数 的取

值范围是(　　)

【答案】A

【解析】设函数 和 ，

作出函数 的图象如图：

要使方程 有 个解，

即函数 和 有 个不同的交点，

，

当 经过点 时，此时 ，

当过点 时，此时 ，

当直线 与 相切时，

，设切点为 ，

，

解得 ，

当 ，此时 ，

结合图象，综上所述 的取值范围为 ，
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故选： ．

【标注】【知识点】已知零点情况求参数的取值范围；函数零点的概念

A. B.

C. D.

19.
已知函数 若方程 有两个实根，则实数 的取

值范围是（   ）．

【答案】B

【解析】
已知函数  ，

若方程 有两个实根，

可以看作 函数 与直线 有两个交点．

2 4 6

y

–2

2

4

x

如图所示 在 处切线斜率 ，即

，

当 时， ，且 ，故 为 与

的一个交点，

所以直线 与 须有一个交点，即 有一个交点，

即 ，

综上所述 ．

故选 ．
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【标注】【知识点】利用函数图象研究方程根的分布问题（图象与零点综合）；函数零点的概念

20. 已知函数 ，函数 有四个零点，则实数 的取值范围

是            ．

【答案】

【解析】由 得 ，

当 时， 不成立，

即 ，

则 ，

若 有四个零点，则等价为 有四个不同的根，

设 ，

则当 时， ，

，

则当 时， ，函数为增函数，

当 时， ，函数为减函数，

即此时当 时， 取得极小值，

极小值为 ，

当 ， ，

当 时， ，

，

由 得 （舍）或 ，此时函数为增函数，

由 得 ，此时 为减函数，

即当 时， 取得极大值，极大值为 ，

作出函数 的图象如图：



21

要使 有四个根，

则满足 ，

即实数 的取值范围是 ．

故答案为： ．

【标注】【素养】数学抽象；数学运算

【知识点】求参数范围（含参指对型导函数）

【思想】数形结合思想

A.

B.

C.

D.

21. 已知函数 ，函数 恰有三个不同的零

点，则 的取值范围是（   ）．

【答案】A

【解析】∵函数 ，

∴ ，

数 恰有三个不同的零点，

即为 有三个不同的实根，

作出 和 的图象，

，
，
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x

y

O

直线 与曲线 相切时，设切点为 ，

，由 ，可得 ，

当 与 相切时，两图象恰有三个交点，此时 ，

结合图象可得 或 ．

故选 ．

【标注】【知识点】函数零点的概念；利用函数图象研究方程根的分布问题（图象与零点综合）

A.

B.

C.

D.

22. 已知函数 ，若函数 有且只有 个零点，则实数 的

取值范围（   ）．

【答案】D

【解析】由 得 ，

函数 有且只有 个零点等价于 与 的图

象有且只有 个交点，

作出函数 的图象，如图所示．
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①当 时，显然不符合题意，舍去；

② 时，如图所示，

当 时，需有 个交点，

联立 ，可得 ，

即： ，

可得 ，解得 ；

③当 时， ，

可得 ，

即： ，

可得 ，

解得 ．

综上，实数 的取值范围是 ．

故选 ．

【标注】【知识点】分段函数；函数零点的概念；利用函数图象研究方程根的分布问题（图象与零

点综合）；已知零点情况求参数的取值范围

23. 设 为自然对数的底数，已知函数 恰有两个不同的零点，则实数 的

取值范围是            ．

【答案】 或

【解析】方法一：当 时， ，



24

方法二：

故 不是函数 的零点，

当 时，

等价于 ，

令 ，

则 ，

当 时， ，

当 时， ，

当 时， ，

所以 ，

①当 时，

在 有两个零点，

故 在 没有零点，

从而 ，所以 ．

②当 或 时，

在 有一个零点，

故 在 有一个零点， 此时不合题意．

③当 时，

在 有没有零点，

故 在 有两个零点，

从而 ，

综上可得 或 ．

当 时，

，

，

①当 时，

在 有两个零点，

又当 时，

，

故 在 没有零点，

所以 ．

②当 或 时，

在 有一个零点，

又当 时，
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，

在 上单调递减，

故 ，不合题意．

③ 当 时，

在 有没有零点，

此时 在 上必有两个零点，

当 时，

当 时， ，

当 时， ，

当 时， ，

所以 ，

要使 在 上必有两个零点，

只需满足：

，

令 ，

则 ，

当 时， ，

故 单调递增，

又 ，

故 即 ，

解得 ，

综上可得 或 ．

【标注】【知识点】求参数范围（含参指对型导函数）；分段函数

【思想】分类讨论思想

【素养】数学运算；逻辑推理

24. 已知函数 且 在 上单调递减，且关于 的方程

恰有两个不相等的实数解，则 的取值范围是            ．

【答案】

【解析】由函数 在 上单调递减得 ， ， ，

又方程 恰有两个不相等的实数解，
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所以 ， ，因此 的取值范围是 ．

【标注】【知识点】已知函数单调性求参数范围；已知零点情况求参数的取值范围


