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一、 一次型问题

1. 参数在一次项系数上

如： ， ， :

(i)当 时， _________， _____区间为___________；

(ii)当 时，

由 ，得__________， 增区间是____________

由 ，得__________， 减区间是____________

(iii)当 时，

由 ，得__________, 增区间是_____________

由 ，得__________, 减区间是_____________

如： ， ， :

(i)当 时， ， 增区间为 ；

(ii)当 时，

由 ，得 ， 增区间是

由 ，得 ， 减区间是

(iii)当 时，

，

，
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由 ，得 , 增区间是

由 ，得 , 减区间是

，

，

例1

1. 已知函数 ．

求函数 的单调区间．

【答案】（ 1 ）当 时， 在 上单调递增；

当 时， 在 上单调递增，在 上单调递减．

【解析】（ 1 ）∵ ，

∴ ， ，

当 时， ， 在 上递增；

当 时， 在 上单调递增，在 上单调递减．

【标注】【知识点】不等式中的恒成立与能成立问题；通过构造函数证明不等式

（ 1 ）

（ 2 ）

2. 已知函数 ．

求 的单调区间．

求 在区间 上的最小值．

【答案】（ 1 ）

（ 2 ）

时， 的递减区间为 ；

         时， 的递减区间为 ，

         递增区间为 ．

时， ；

         时， ．

【解析】（ 1 ） ，

         ，

         令 ， ，

         （ ）当 时， 时， ，

         的递减区间为 ．

         （ ）当 时，由 得 ，
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（ 2 ）

         ① 时，得 ，

         当 变化时， ， 的变化情况如下表：

极小值

的递减区间为 ，递增区间为 ．

         ② 时，得 ．

         时， ，

         的递减区间为 ．

         综上， 时， 的递减区间为 ；

         时， 的递减区间为 ，

         递增区间为 ．

由（I）知，

（ ） 时， 在 上单调递减，

         所以 ．

（ ） 时，

         ① 时，得 ， 在 上单调递减，

         所以 ．

         ② 时，得 ．

         当 变化时， ， 的变化情况如下表：

极小值

在定义域内只有一个极小值，所以它是最小值，

         ．

         综上 时， ；

         时， ．

【标注】【知识点】利用导数解决不等式恒成立问题；求函数最值（含参一次型导函数）

练1
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3. 已知函数 ．

求 的单调区间；

【答案】（ 1 ）①当 时， 的单调递增区间为 ．

②当 时， 的单调递增区间为 ；单调递减区间为 ．

【解析】（ 1 ） ．

①当 时，由于 ，故 ， ，

所以， 的单调递增区间为 ．

②当 时，由 ，得 ．

在区间 上， ；在区间 上， ，

所以， 的单调递增区间为 ；单调递减区间为 ．

【标注】【知识点】利用导数解决不等式恒成立与能成立综合问题

2. 参数在常数项上

如： ， ， :

(i)当 时，_________恒成立， _____区间为________；

(ii)当 时，

由 ，得________， 增区间为___________；

由 ，得________， 增区间为____________.

如： ， ， :

(i)当 时， 恒成立， 增区间为 ；

(ii)当 时，

由 ，得 ， 增区间为 ；

由 ，得 ， 增区间为 .

，

，

，

例2

（ 1 ）

（ 2 ）

4. 已知函数 ．

当 时，求函数 的单调区间．

若函数 在 上的最小值是 ，求 的值．

【答案】（ 1 ）在其定义域 上是单调递增的
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（ 2 ）

【解析】（ 1 ）

（ 2 ）

函数 的定义域为 ， ．

∵ ，∴ ，

故函数在其定义域 上是单调递增的．

在 上，分如下情况讨论：

①当 时，函数 在 单调递增，其最小值为 ，这与函数在

上的最小值是 相矛盾．

②当 时，函数 在 上有 ，单调递减，在 上有

，单调递增，所以函数 满足最小值为 ，由

，得 ．

③当 时，显然函数 在 上单调递减，其最小值为 ，

与最小值是 相矛盾；综上所述， 的值为 ．

【标注】【知识点】利用导数求函数的单调性、单调区间；利用导数求函数的最值

练2

5. 判断函数 在 ， 上的单调性．

【答案】答案见解析.

【解析】 ，

当 ， 时， ， 单增

当 ， ， 单减，  单增

当 ， ， ， 单减.

【标注】【知识点】求函数单调区间（含参一次型导函数）

二、 二次型问题

1. 参数在二次项系数上

能因式分解型

如： ， ， :
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当 时，__________恒成立, 为常函数；

当 时，

由 ，得_________________， 的增区间是_____________________；

由 ，得_________________， 的减区间为______________________.

当 时，

(i) ，______________, ______区间为_____________________；

(ii) 时，

由 ，得_________________， 的增区间是______________________；

由 ，得_________________， 的减区间是_______________________.

(iii) 时，

由 ，得_________________， 的增区间是______________________；

由 ，得_________________， 的减区间是______________________.

能因式分解型

如： ， ， :

当 时， 恒成立, 为常函数；

当 时，

由 ，得 或 ， 的增区间是 ， ；

由 ，得 ， 的减区间为 .

当 时，

(i) ， 且不恒为 , 减区间为 ；

(ii) 时，

由 ，得 ， 的增区间是 ；

由 ，得 或 ， 的减区间是 ， .

(iii) 时，

由 ，得 ， 的增区间是 ；

由 ，得 或 ， 的减区间是 ， .

(注：分类要有层次感，在大类下还可以再分小类，这样逻辑比较清晰严谨，不易混乱.)

， ，

，

，

，

， ，

，

， ，

例1

6. 已知函数 ，当 时，讨论 的单调性．

【答案】当 时，函数 在 上单调递减；函数 在 上单调递增；

当 时，函数 在 上单调递减；
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当 时，函数 在 上单调递减； 函数 在 上单调递增； 函

数 在 上单调递减．

【解析】因为 ，

所以 ， ，

令 ， ，

（1）当 时， ， ，

所以，当 时， 此时， ，函数 单调递减；

当 时， ，此时 ，函数 单调递增．

（2）当 时，由 ， 即 ，解得 ，

当 时， ， ，此时 ，函数 在 上单调递减．

当 时， ，

时， ，此时 ，函数 单调递减；

时， ，此时 ，函数 单调递增；

时， ，此时 ，函数 单调递减．

（3）当 时，由于 ，

时， ，此时 ，函数 单调递减；

时， ，此时 ，函数 单调递增．

综上所述：

当 时，函数 在 上单调递减；函数 在 上单调递增；

当 时，函数 在 上单调递减；

当 时，函数 在 上单调递减； 函数 在 上单调递增； 函

数 在 上单调递减．

【标注】【知识点】利用导数求函数的单调性、单调区间

练1

7. 已知函数 ．

当 时，求 的单调区间．

【答案】（ 1 ）当 时， 的递减区间是 ，无递增区间；

当 时， 的单调递增区间是 ，单调递减区间是

， ；
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当 时， 的单调递增区间是 ，单调递减区间是 ，

．

【解析】（ 1 ）由 ，得

①当 时， ．

所以 的递减区间是 ．

②当 时， 及 随 的变化情况如下表：

   

∴ 的单调递增区间是 ，单调递减区间是 ， ．

③当 时， 及 随 的变化情况如下表：

   

∴函数 的单调递增区间是 ，单调递减区间是 ，

．

【标注】【知识点】求函数单调区间（含参二次型导函数）；一个函数的自对称问题

不能因式分解型

如： x∈R a∈R:

当 时，

由 ，得__________， 的增区间是_______________；

由 ，得__________， 的减区间是________________.

当 时， ：

(i)当 时，即_________________，

恒成立且不恒为 ， 的增区间是 .

(ii)当 时，即_________________，

由 ，得________________________

， ，

，
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的增区间是_____________________________

由 ，得__________________________

的减区间是______________________________

当 时， ：

由 ，得___________________________

 的增区间是__________________________________

由  ，得_________________________________

 的减区间是______________________________________

不能因式分解型

如： x∈R a∈R:

当 时，

由 ，得 ， 的增区间是 ；

由 ，得 ， 的减区间是 .

当 时， ：

(i)当 时，即 ，

恒成立且不恒为 ， 的增区间是 .

(ii)当 时，即 ，

由 ，得 或  

的增区间是 ，

由 ，得 ，

的减区间是 .

当 时， ：

由 ，得 ，

 的增区间是 .

由  ，得 或  ,

 的减区间是 ，

， ，

，

，

，

，

（ ， ）

（ ， ）

，

例2

8. 已知函数 ，其中 ，求函数 的单调区间．

【答案】①当 时，函数 在 上单调递增；
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②当 时，当 时，函数 单调递增；

当 时，函数 单调递减；

当 时，函数 单调递增．

③当 时，函数 在 上单调递增．

④当 时，当 时，函数 单调递增；

当 时，函数 单调递减．

【解析】由题意知函数 的定义域为 ．

．

令 ， ．

①当 时， ，

此时 ，函数 在 上单调递增．

②当 时， ．

．当 时， ， ，

，函数 在 上单调递增．

．当 时， ，

设方程 的两根为 ， ．

因为 ，

所以 ， ．

由 ，可得 ，

所以当 时， ， ，函数 单调递增；

当 时， ， ，函数 单调递减；

当 时， ， ，函数 单调递增．

③当 时， ，

当 时，可得 ．

当 时， ， ，函数 单调递增；

当 时， ， ，函数 单调递减．

综上：

①当 时，函数 在 上单调递增；

②当 时，当 时，函数 单调递增；

当 时，函数 单调递减；

当 时，函数 单调递增．

③当 时，函数 在 上单调递增．
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④当 时，当 时，函数 单调递增；

当 时，函数 单调递减．

【标注】【知识点】求函数单调区间（含参二次型导函数）

练2

9. 已知函数 ，讨论 的单调区间．

【答案】当 ， 单减，

当 ， ， 单增，

单减，

当 ， 单增．

【解析】当 ， 单减，

当 ， ， 单增，

单减，

当 ， 单增．

【标注】【素养】数学运算；逻辑推理

【知识点】求函数单调区间（含参指对型导函数）

【思想】分类讨论思想

，

2. 参数不在二次项系数上

能因式分解型

如：  ，  ，  ：

当  时，

 _____________恒成立且不恒为  ， ____区间为______________ .

当  时，

由  ，得______________ ，  增区间为_____________________

由  ，得______________ ，  减区间为_____________________

当  时，

由  ，得______________，  增区间为______________________
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由  ，得______________，  减区间为______________________

能因式分解型

如：  ，  ，  ：

当  时，

 恒成立且不恒为  ，  增区间为  .

当  时，

由  ，得  或  ，  增区间为  ，  ；

由  ，得  ，  减区间为  .

当  时，

由  ，得  或  ，  增区间为  ，  ；

由  ，得  ，  减区间为  ．

，

， ，

，

， ，

，

例3

10. 已知函数 ，求函数 的单调区间和极值．

【答案】答案见解析

【解析】函数的定义域为

令 ，得  解得：

当 时，

列表：

可知 的单调减区间是 ，增区间是 和 ；

极大值为 ，极小值为 ．

当 时，

列表：

可知 的单调减区间是 ，增区间是 和 ；

极大值为 ，极小值为  ．
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当 时，  可知函数 在 上单增，无极值．

【标注】【知识点】求函数极值（含参指对型导函数）

练3

（ 1 ）

（ 2 ）

11. 已知函数 ，其中 ．

讨论 的单调性．

求 在区间 上的最小值．

【答案】（ 1 ）

（ 2 ）

当 时， 在 上单调递增；

当 时， 在 和 内单调递增，

在 内单调递减．

．

【解析】（ 1 ）

（ 2 ）

，

令 ，得 ， ．

①当 时， ，

故 在 上为增函数．

②当 ，即 时，列表分析如下：

∴函数 在 和 内单调递增，

在 内单调递减．

综上，当 时， 在 上单调递增；

当 时， 在 和 内单调递增，

在 内单调递减．

①当 时， 在区间 内为增函数，

∴ ．

②当 时，即 时，

在区间 内为减函数，

在 内为增函数，

∴ ．

③当 时，即 时，
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在区间 内为减函数，

∴ ．

综上，当 时， ；

当 时， ．

【标注】【知识点】求函数最值（含参二次型导函数）

不能因式分解型

如：  ，  ，  ：

当 ，即____________时，

_________________恒成立且不恒为 ， ______区间是___________.

当 ，即_______________时，

由 ，得____________________________

增区间是______________________________________

由 ，得_________________________________

减区间是_______________________________________

不能因式分解型

如：  ，  ，  ：

，

当 ，即 时，

恒成立且不恒为 ， 增区间是 .

当 ，即 或 时，

由 ，得 或 ,

增区间是 ，

由 ，得

减区间是 .

，

（ ， ） （ ， ）

例4

（ 1 ）

（ 2 ）

12. 已知函数 ， ．

讨论函数 的单调区间；

设函数 在区间 内是减函数，求 的取值范围．

【答案】（ 1 ）答案见解析．
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（ 2 ） ．

【解析】（ 1 ）

（ 2 ）

， ．

当 ，即 时， 恒成

立，此时函数 为单调递增函数，单调区间为 ．

当 ，即 或 时，函数 存

在零点， 的两个根为 ，

当 时， ，函数 为单调增函数；

当 时， ，函数 为单调增函数；

当 时， ，函数 为单调减函

数．

此时，函数 的单调增区间为 和

，单调减区间为 ．

若函数在区间 内是减函数，

则 且 ，

由此可以解得 ．

因此 的取值范围是 ．

【标注】【知识点】求函数单调区间（含参二次型导函数）；区间上恒单调

练4

13. 求函数 的单调区间．

【答案】当 时，函数的单调增区间为 ，无单调减区间；

当 时，函数的单调增区间为 和

；

单调减区间为 ．

【解析】易知函数的定义域为 ，求导得 ，即导函数

的正负变化情况由分子二次函数决定，且 未知正负，故有如下情况：
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① 若 时， 在定义域内恒成立，故此种情况下，

函数的单调增区间为 ；

② 若 或 时，方程 有两个同号（

）的实数根，下面即是讨论

与 的大小关系，知：

若 时， ，故在 上 ，即函数的单调增区间为

；

若 时， ，令

，即函数的单调增

区间为 和 ；令

，即函数的单调减区间为 ；

故综上所述，当 时，函数的单调增区间为 ，无单调减区间；

当 时，函数的单调增区间为 和

；

单调减区间为 ．

【标注】【知识点】利用导数求函数的单调性、单调区间

，

，

，

，

，

三、 指数型问题

指数不等式型：

如： ， ， ，

当 时, 恒成立， _____区间为___________________

当 时，

由 ，得___________， 增区间为________________；

由 ，得_____________, 减区间为________________,

指数不等式型：

如： ， ， ，

当 时, 恒成立， 增区间为 .，



19

当 时，

由 ，得 ， 增区间为 ；

由 ，得 , 减区间为 ,

，

，

例1

14. 已知函数 ．

讨论 的单调性．

【答案】（ 1 ）①当 时， 在 上单调递增．

②当 时， 在 上单调递增，在 上单调递

减．

③当 时， 在 上单调递增，在 上单调递减．

【解析】（ 1 ） ，

①当 时， ，∴ 在 上单调递增．

②当 时，由 得 ，由 得 ，

∴ 在 上单调递增，在 上单调递减．

③当 时，由 得 ，由 得 ，

∴ 在 上单调递增，在 上单调递减．

【标注】【知识点】求函数单调区间（含参指对型导函数）；利用导数解决不等式恒成立问题

练1

（ 1 ）

（ 2 ）

15. 已知函数 ．

当 时，试求 在 处的切线方程．

当 时，试求 的单调区间．

【答案】（ 1 ）

（ 2 ）

．

单调增区间为 ，单调减区间为 ．

【解析】（ 1 ）

（ 2 ）

当 时， ， ， ．

方程为 ．

，
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．

当 时，对于 ， 恒成立，

所以 ； ．

所以单调增区间为 ，单调减区间为 ．

【标注】【知识点】已知极值情况求参数范围；求函数单调区间（含参指对型导函数）；二阶导问

题

四、 对数型问题

对数不等式型：

如： ， ， ，

由 ，得______________， 增区间是_____________________

由 ，得______________， 减区间是______________________

对数不等式型：

如： ， ， ，

由 ，得 ， 增区间是 ；

由 ，得 ， 减区间是 ．

，

，

例1

16. 已知函数 ， ．

求 的单调区间；

【答案】（ 1 ））①当 时，在 上单调递减，在 上单调递增．

②当 时，在 上单调递增，在 上单调递减．

【解析】（ 1 ）函数 的定义域为 ．

因为 ，

令 ，解得 ．

①当 时，随着 变化时， 和 的变化情况如下：
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即函数 在 上单调递减，在 上单调递增．

②当 时，随着 变化时， 和 的变化情况如下：

即函数 在 上单调递增，在 上单调递减．

【标注】【知识点】利用导数解决不等式恒成立问题

练1

17. 已知函数 ．

求 的极值．

【答案】（ 1 ） ，无极小值．

【解析】（ 1 ） 的定义域为 ，

，令 ，解得： ，

当 时， ， 在 是增函数，

当 时， ， 在 是减函数，

∴ 在 处取得极大值， ，无极小值．

【标注】【知识点】放缩法证明数列不等式；数列与函数综合

极大值

极大值


